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Zusammenfassung

Nachdem 1960 Hormanders Buch Linear Partial Differential Operators ([H1]) erschienen ist,
hat Bjorck (in [Bj]) mit Ideen von Beurling [Be| diese Theorie auf eine grofiere Klasse von
Distributionen verallgemeinert, indem er weniger Testfunktionen zulief. Fiir eine offene Menge
Q C RY betrachtete er als Grundraum von Testfunktionen den Raum

Dwy(Q) :={f € C(RY) | supp f C Q und VA >0 : fe e Li(RM)},

der von einer stetigen, subadditiven Gewichtsfunktion w abhéngt. Fiir w(t) = log(1+|¢|) erhalt
er so den Raum C°(2) und fiir w(t) :=t* (1 < a < 1) die Gevery-Klasse I'*/®) als Spezialfall.
Beurling konnte in [Be] (siche auch Franken [F]) zeigen, da diese Rdume genau dann nicht
trivial sind, wenn w/(1 + |¢|¥*1) integrierbar ist.

Eine andere Moglichkeit solche Testfunktionsrdume zu definieren, ndmlich {iber das Wachstum
der Ableitungsfamilien, tritt bei der Untersuchung der Giite von (Distributions-)Ldsungen von
Differentialgleichungen in natiirlicher Weise auf (fiir diesen Zugang siehe z.B. Cioranescu-Zsid6
[CZ] und Komatsu [Ko]), da z.B. die Nullgsungen eines hypoelliptischen Differentialoperators
in einer nur von dem Operator (dem zugrunde liegendem Polynom) abhéngenden Gevery-Klasse
liegen.

In neuerer Zeit ist in einer Arbeit von Braun, Meise und Taylor ([BMT]) die Klasse von
Gewichtsfunktionen w vergréfert worden (statt Subadditivitdt wird nur noch w(2x) < K(1 +
w(z)) gefordert). Gleichzeitig wird dort eine dquivalente Charakterisierung iiber das Wachstum
der Ableitungsfamilie mittels der Young-Konjugieren von w(e') zur Verfiigung gestellt ([BMT]
3.4.(2) b.z.w. Lemma 1.3.4).

Aufbauend auf diesem Artikel wird hier der Hormandersche (Bjorcksche) Ansatz zur Unter-
suchung von linearen, partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auf diese
neue, groffere Klasse von Distributionen angewendet. Mit diesen Methoden werden die klas-
sischen Ergebnisse iiber die Losbarkeit von P(D)u = f mit f € D, () (&), Ew)s D' w)r)
und Aussagen iiber die Giite von (Null-) Losungen bewiesen. Es werden fiir die Losbarkeit auf
diesen Klassen jeweils notwendige und hinreichende Bedingungen an P, {2 und w bewiesen. Im
letzten Kapitel werden dann die Operatoren charakterisiert, deren Nullésungen sehr glatt sind
(in &) liegen). Dies verallgemeinert dann die Hypoelliptizitét. Auch hier werden notwendige
und hinreichende Bedingungen an P und €2 angegeben.

Die Hauptschwierigkeit dieser Arbeit bestand darin, Hormanders Rédume B, in diesem Rahmen
sinnvoll zu definieren (speziell einen Ersatz fiir die Definition der , temperierten Gewichtsfunk-
tionen“ zu finden) und dann die fiir die spateren Untersuchungen benétigten Sitze zu zeigen. Da

diese Rédume hier i.allg. nicht semi-lokal (keine D(,)-Moduln) sind, kann es hier passieren, daf3
w,loc

die entsprechenden lokalen Riume (B,}™ := {f € D, | f D(w) C By} keine Erweiterung der
betrachteten B, darstellen. Daher steht das wichtige Theorem 2.2.5 [H1] (die Multiplikation
mit Testfunktionen ist in B, stetig) nicht zur Verfiigung, so daf die Distributionen u € B,
die mit Testfunktionen multipliziert werden konnen, genauer untersucht werden miissen. Da
die meisten wichtigen Ergebnisse iiber diese Rdume (zumindest in den wichtigen Spezialfillen)
erhalten bleiben, kann dann in den Kapiteln ITI und IV die Theorie von Hérmander und Bjorck
fast ungeéndert iibernommen werden.
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Die Arbeit besteht aus 4 Kapiteln:

e Im ersten Kapitel werden die betrachteten Rdume von Testfunktionen und Distributionen
eingefiihrt und einige wichtige Sétze gezeigt oder zitiert. (,Paley-Wiener* Sitze fiir Dy,
Eéw) und sing,, supp, Glatten mit D(,) Funktionen, , Theorem of supports®“, Fouriertransfor-
mation auf S, &, und &)

e Im zweiten Kapitel werden die zur Untersuchung der Losbarkeit auf £ ) und D'(,)r benéti-

gen Hilfsrdume B, ; und B;’,ioc eingefiihrt und ihr Verhalten unter Faltung und Anwendung
von Differentialoperatoren untersucht.

e Im dritten Abschnitt werden Exponentiallosungen eingefiihrt, um mit ihnen die f € 5(’w)
zu charakterisieren, fiir die es Losungen in u € 5(’w) gibt. Im Anschlu8 daran wird die
Surjektivitat auf £y,), D' ()r und Dy, charakterisiert.

e Im letzten Kapitel wird w-Hypoelliptizitdt eingefithrt und untersucht, wie sie mit Elliptizitét
und Hypoelliptizitdt zusammenhéngt.

Zum Abschluf méochte ich mich bei Herrn Professor Meise herzlich fiir die Uberlassung dieses
Themas und die Betreuung wahrend der Arbeit bedanken.
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KAPITEL 1

Grundlagen

Hier werden die fiir die weiteren Kapitel nétigen Grundlagen dargestellt. Weitgehend analog
dem Artikel von Bjorck ([Bj]) bzw. dem &lteren Buch von Hérmander ([H1]) werden hier die
bendtigten Rédume von Testfunktionen (D, (€2), Ewy(€2), S.) und die zugehdrigen Distribu-
tionsrdume eingefithrt. An einigen Stellen werden neuere Ergebnisse von Hormander ([H2])
sowie von Braun-Meise-Taylor ([BMT]) benutzt, um schérfere Aussagen zu erhalten oder um
die Beweise zu kiirzen.

Am Anfang dieses Kapitels werden die Gewichtsfunktionen eingefiihrt und einige elementare Ei-
genschaften bewiesen. Spéater werden dann die Testfunktionen und die zugehérigen Rdume von
(Ultra-)Distributionen eingefiihrt und die Satze von Paley-Wiener und Paley-Wiener-Schwartz
hierfiir angegeben.

Einige der spéiter benotigten Eigenschaften des Trdgers (supp) und des singuldren Trigers
(sing,, supp) einer Distribution werden ebenfalls hier bewiesen (,, Theorem of supports®, , Paley-
Wiener“ fiir den singulédren Tréger).

1. Schreibweisen

Fiir zwei Mengen A, B C RY (A, B C V) schreibe hier:
A B <= A ist eine kompakte Teilmenge von B
A B < A B

Fiir eine Familie (K,),en von Teilmengen einer offenen Menge €2 schreibe:

K, //
falls:

U K, =9

nelN

und fiir alle n € IN gilt:
Kn KnJrl Kn+1

Das Ende eines Beweises wird mit einem ,, “ gekennzeichnet. Konstanten (C, C') kénnen sich
von Zeile zu Zeile dndern, ohne dafl dies vermerkt wird.

B,(z) wird als euklidische Kugel (im IR") mit dem Radius r um z definiert, B, := B,(0) und
my bezeichnet das N-dimensionale Lebesguemaf$. Die auftretenden Umgebungen sind stets
offen. Alle weiteren Bezeichnungen werden (falls nicht anders vermerkt) wie in den Biichern
von Hérmander ([H1] und [H2]) verwendet.
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2. Gewichtsfunktionen

Zunichst werden hier Gewichtsfunktionen eingefiihrt und die Existenz von hinreichend glatten
Gewichtsfunktionen gezeigt.

DEFINITION 2.1. Sei M’ die Menge aller monoton wachsenden Funktionen w : [0, co[— [0, 0o,
die die folgenden Bedingungen (), (B), (v) und (&) erfillen. w € M’ heifst Gewichtsfunktion,
eine Gewichtsfunktion heifft subadditiv, wenn sie zusdtzlich noch (a) erfillt. Definiere M als
die Menge aller subadditiven Gewichtsfunktionen.

w(z +y) <w(@) +wly) (@)

AK >1:wx+y) < K1+w()+w(y)) (o)
w(x)

/IR>0 T2 dr < o0 (B)

JaeR,b>0Ve € R : w(x) >a+blog(l + x) ()

t — w(e') ist konver J)

Fir z € N setze w(z) :== w(|z]) (12> == S 1% 2).
BEMERKUNG 2.2. (1) Zu (/) ist dquivalent:
dK > 1 : w(2z) < K(1 +w(z))
(2) Aus (v) folgt, daf fir v > 2:
/ e Wdr < oo ()
RN
gilt. Denn:

/N e dr < / e—w(a+blog(|1+x\)) dr < e—va/ N e—a'ylog(1+|m|) dr
R R R

N
[e’s) 1 ay
= C/ / r{——— dr dw < 0.
sy Jo 1+ |rw|

Wobei S¥ die Oberfliche der N-dimensionalen Einheitskugel und dw das zugehérige eukli-
dische Oberflichenmaf ist.
(3) Aus () folgt fiir jedes C' > 0 die Existenz eines D > 0 mit

w(z) < Clz| + D.

(4) (a)= (/) und M C M’ wie Franken in [F] gezeigt hat. Er hat dort Gewichtsfunktionen w
konstruiert, die so stark anwachsen, daf jede grofiere subadditive Gewichtsfunktion @ (/)
verletzt.

DEFINITION 2.3. Fiir zwei Funktionen wy, wy schreibe
W2 =< w1

falls A € IR und C > 0 mit wy < A+ Cw;y existieren.

Zwei Funktionen wy, wy heifflen dquivalent, wenn wy < we und wy < wy gelten.

Im wesentlichen wie bei Franken ([F]) Lemma 1.23, jedoch mit einer zusétzlichen Abschitzung
fiir die Ableitung, gilt das folgende Lemma:
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LEMMA 2.4. Zu jedem w € M’ gibt es eine dquivalente Gewichtsfunktion @ € C*° und ein
C >0 mit 2 < C.

BEWEIS. Sei ¢ € C2° mit 1» > 0, suppy C B; und [g~ ¢ dr = 1. Definiere nun
o(t) = ¢u(.—1)*¢ und @ := @z olog]p,e

mit ¢, (t) := Xjo,c0[(w(€") — w(1)). Offensichtlich ist dann ¢; € C* monoton steigend mit
©5(0) = 0. Daher ist dann @ ebenfalls monoton steigend, und es gilt © = 0 auf [0, 1].

Mit (/) und () folgt, daB es Zahlen T, C' > 1 gibt so, daB @, (t + 1) < Cy,(t) fiir jedes
t >logT gilt. Fiir t > 1+ logT gilt somit:

1

e(t) = [ vt~z - Ve < ([ p@)drontt) = eult)

0, (t) < Co,(t—1) = C’/ cpw(t—x—l—l—x)d:p<02/111/1(x)g0w(t—x)dx26’290@(75).

Also sind ¢, und ¢z und daher auch w und & dquivalent. Wegen der Aquivalenz hat & dann
auch (5) und (). Da sich die Konvexitit von ¢, in der Faltung erhilt ist auch ¢; konvex.
Wegen

0(2r) = g * P(log(2x)) / U(t) ol t-Hogx) dt
< 2K [ (bl E ) dt+ K = 2Ka(a) + K
R

fir z > 1, folgt mit 2.2.(1), dal @ auch (o) erfillt.

Es bleibt die Abschitzung fiir die Ableitung zu zeigen:

= [ et~ lios(a) — 1)
= A{ww(t—l)dw(loi(;)_t) dt
= [ eut= )20/ log(e) 1) dt

1

i llw(xelt)w'(t) dt

Da w monoton wéchst, kann man weiter abschitzen und erhélt:

< C—w(x).

i

Nach () gibt es F > 0 mit w(z) <z + E. Da @ = 0 auf [0, 1] ist folgt die Behauptung.
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3. Dw(), Ew ()
Hier werden im wesentlichen die Rdume von Testfunktionen (D), &) eingefithrt und der
Satz von Paley-Wiener angegeben.

DEFINITION 3.1. (1) Sei f: RY — IR eine mefibare Funktion. Fiir 1 < p < oo setze

£, = ([ 1)

[fllLo == inf — sup [f](z).

NNullmenge z€IR™\ N

und fiir p= 00

(2) Fliir jede positive, meflbare Funktion k definiere
Loy = {f € LY | || fE|z, < oo}.

Zusdtzlich setze noch:
LS ={f €L |suppf IRV}

Mt f wird die Fourier-Transformation einer Funktion f € Ly bezeichnet, d.h. f: RY —
T [pv f(t)e 8@ qt.

DEFINITION 3.2. Seiw € M' und K TRY.

(1) Fir A€ R, f € Ly setze:
1F1lx == 11 fe* e,

(2) Dy, (K) == {f € C*(R™) | supp f € K und |[f[x < oo}
(3) Dy (K) = proj Diwy, (K)
(4) FirQ C ]RN oﬁen, setze:
D) () = ind D, (K)

In der Arbeit von Bjorck ([Bj], siche auch Beurling [Be| und Franken [F]). wurde gezeigt, daf§
diese Raume genau dann nicht trivial sind, wenn die Gewichtsfunktion (3) hat. D, (K) ist ein
nuklearer Fréchetraum und Dy,,(£2) ein (LFN)-Raum, wie in [BMT]| gezeigt ist.

SATz 3.3 (Paley-Wiener). Fiir w € M’, ein konveves kompaktes K C IRY und eine ganze
Funktion U sind dquivalent: (Hg(y) = sup,ep(z,v))

(1) Es gibt ein f € Dy (K) mit f=U.
(2) Fiir jedes A > 0 gibt es ein C > 0 so, daf fiir jedes z €
\U|(z) < Cexp(Hg(Im z) — Aw(z))

qgilt.
(3) Fiir jedes X > 0 gibt es ein C > 0 so, daf fiir alle z, y € RN

U|(z +iy) < Cexp(Hg(y) — Iw(x))
qgilt.
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(4) Fiir jedes X > 0 gibt es ein C > 0 so, daf fir jedes y € RN
i) e (@) Hk (y)
/IRN\U\(:U—i—zy)e dx < Ce KW

qgilt.
(5) Fiir jedes X > 0 und jedes € > 0 gibt es ein C' > 0 so, daf fiir jedes y € RY

/ Ul + iy)e @ dy < Cellx W)l
R

gilt.
(6) Fiir jedes X > 0 und jedes € > 0 gibt es ein C' > 0 so, dap fiir alle v,y € RN

U|(x +iy) < Ceflx W) +elyl-w(z)
qgilt.

BEWEIS. Die Aquivalenz von (1) und (2) wurde in [BMT] Proposition 3.4 gezeigt.
»(2)=(3)“:Klar, da w(x +iy) > w(x) gilt.

2
,(3)=(4)“: Wihle mit (y) ein A > 0 so, daB [[e®V=||,, < oo ist. Fiir dieses A wihle ein C
geméB (3). Dann gilt:

/ \U|(z + iy)e@ de < C HE W) -V (@) 1.
RN RN

< Ceflx®) e—(S\—A)W(x) dr < 0.
RN

»(4)=(5)*: Trivial, da nur ein ¢|y| > 0 addiert wird.

,(5)=(6)“: Setze S = {z € ¥ | max)¥,|z| < 1}, S, := ReS und S, := ImS. Mit der
Cauchyschen Integralformel erhéilt man dann:

UI(2) = [U|(21,2)

1
< — Ul(z + wy, 2') dwy.
_27r/|w1|<1| |(1 ! ) !

Iterativ folgt daher:

U1) < ()Y [ 101Gz + w) dw

Damit gilt dann:
U (z + iy)|e@ < C/ U (z + iy 4+ w)[e*® dw
S
da w(z) < K + Kw(z + Rew) + Kw(Rew)

< C/ |U(a:+iy+w)|eKAw(w+Rew)+mw(Rew) duw
S

da sup,.gw(Rez) < oo und S C S, + 1S, gilt:

< C'/ / \U(z 4 iy + 7 + is) |ef 0+ dr- ds
Sy /s,

mit my(S,) <2V folgt:



6 1. GRUNDLAGEN

< C2% sup \U(x 41y +r + is)|eK/\“(T+1’) dr

sESy Sz
< C'sup U (z + i(y + 5))|ef® dz
se8y, JRN

< C sup ellxts)itelyrsl < Celr)telyl

»(6)=(1)*: Sei € > 0 beliebig gegeben. Mit
K. =K + B.(0) = {z | dist(z, K) < ¢}
gilt:
Hi(y) +elyl = Hr(y) + Hp.(y) = Hk. .
Sei A > 0 beliebig gegeben. Nach () existiert dann fiir € := 55 ein C' > 0 so, daf:

wy) <elyl+C
fiir jedes y € RY gilt. Mit € = oy folgt:

A A
—dw(w) £ A+ dwly) = Zwle +iy) < C+ A+ %!y| — Zw(@+iy).

Daher folgt:
U|(z + iy) < CexW)+35lyl-rw(z)
< O eHx W) telyl = gw(z+iy)
— Cellr()—fw(atiy)
Da A > 0 beliebig war, existiert nach ,,(2)=(1)“ ein f € Dy,)(K.) mit f =U.Dae > 0 beliebig
war, folgt damit supp f C K.

Fiir eine konvexe Funktion ¢ : IR>¢y — IR>g bezeichnet ¢* die Young-Konjugierte, d.h. p*(z) :=
SUP, >0 (my — gp(x)) Setze @, (t) := w(e).
LEMMA 3.4. Fiir f € L; und K € IRY kompakt und konvex sind dquivalent:
(1) f € Dw)(K)
(2) feC® und Vk € IN:
lo|

sup sup | (z)[e " F) < oo
ocE]Név zeRN

BEWEIS. siche [BMT] 3.4.(2)

KOROLLAR 3.5. Sei K RY und w € M’ beliebig. Dann sind folgende Halbnormensysteme
auf Dy (K) dquivalent:

W (F=171),
(2) (f = SUDP, RN ]fe)‘“\(x))

A>0
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(3) (f > SUP,¢ N ’f(z)eAw(Rez)—HK(Imz)_|Imz\’)
(4) (f = sup,e v |f(2)e?wE) - Hic(Imz) PA>0

(5) (sUPacay Supecs £ () e 2)
LEMMA 3.6. Sei w € M'. Fiir jeden Multiindex o € INY ist die Abbildung

ol olel
(Oz)~

A>0

keIN

D(w)(Q) — D(w)(Q) . f — Daf = (—Z) f

stetig.

BEWEIS. Sei A > 0 beliebig gegeben. Dann gilt:

n () R
ID*flla = llz* feX ||, < Clle"™ fe|l L, = C|| fllaspjal < 00

Fiir ein Polynom P € [z] = [2z1,...,2n] mit P(2) = 3 jaj<m aq2® ist nach obigem Lemma

aE]NéV
die Abbildung:
P(D):Dw)— Dwy: ¢ — P(D)p:= > anD

la|<m
aE]NéV

stetig und wohldefiniert.
BEMERKUNG 3.7. Firw € M, K R", f,g € D(,y(K) und A > 0 gilt:
Ifolls = 1 %3,
= | /}RN FWg(z — )™ dyl|.,
Wegen (o) gilt fiir alle z,y € RY:
w(z) < K+ Kw(x—y)+ Kw(y)

und deswegen:

< ) [ (T w) (36" ) @ — )y,
< O [ LUFeP)w) (191" (@ = y) dy da

Fubini
=" Clfllzex llgllzc-

Damit ist nach Korollar 3.5 die Multiplikation auf D (/) als stetig nachgewiesen.
DEFINITION 3.8. Sei Q C IRY offen und w € M’ beliebig. Fiir jedes & 2, m € IN setze:

G : C(Q) > R f o sup sup |f@(x)]e 50w
a€NY zeK

und:
Ew() =={f € C™(Q) | grm(f) < o0}

mit dem Halbnormensystem (Px.m)K 0,meN
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SATZ 3.9. Sei Q CRY offen und w € M’ beliebig gegeben. Dann gilt:
Ew) () ={f € LY | V¢ € Dy(Q) : ¢f € Dy()}

mat den Halbnormen

(f = llefl)

A>0,0ED () ()
BeEWEIS. mit [BMT] 4.4 - 4.7

Setze £y = Ewy(RY) und Dy, = D, (IRY). Nach [BMT] 4.10 gilt dann:
A(Y) €

Nach [BMT] 4.3 sind u.a. folgende Gewichtsfunktionen zuléssig:

(1) mit w(t) :=t* (0 < @ < 1) erhélt man TV = &, die ,Gevery Klasse mit Exponent
1/a.
(2) Mit w(t) = log(1 +t) gilt D,y = C* und &,y = C™.

4. D)) (), €,(%)

Hier werden die Distributionsriume Dy, (2) und &,,(€) eingefiihrt und das Konzept der Dis-
tributionen endlicher Ordnung (D}) auf D, ausgedehnt (D'(,)r).

DEFINITION 4.1. Sei Q C RY offen und w € M’ beliebig. Definiere D, () (£,(1)) als den
Dualraum von D,y (?) (Ewy(Q2)) versehen mit der schwachen Topologie.

Fiiru € Dzw)(Q) definierte suppu als die Menge aller x € 2, fiir die es keine offene Umgebung
U von x mit ulp,, @) =0 gibt.

BEMERKUNG 4.2. (1) Ein lineares Funktional u auf Dy, () ist genau dann stetig, wenn es fiir
jedes Kompaktum K € Zahlen A\, C' > 0 gibt, mit:

Vf € D(K) : Ju(h)] < CIfls (4-1)

(2) Die Definition von supp u héngt nicht von der speziellen Wahl von w ab, solange u € Dzw)

gilt.
(3) Man kann &,,(22) mit {u € D, | suppu 2} identifizieren.
(4) Fur jedes w E /\/t ist 0: f— f(0) €
D ) ist folgenvollsténdig, da Dy, als LFN -Raum tonneliert ist.
(w)
(6) Mlt (Du, ¢) := (u, —D¢) wird eine stetige lineare Abbildung definiert, die auf D,y mit der
alten Definition 3.6 iibereinstimmt.

DEFINITION 4.3. Sei Q C RY offen und w € M’ beliebig. Fiir u € Dy (2) und f € E,)(2)
definiere:

uf . 'D(w)(Q) — P u(fgo)

Nach [BMT] 5.5 ist uf € Dj,(92).
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DEFINITION 4.4. Sei Q C IRY offen und w € M’ beliebig. Definiere D' (yr(Q2) als die Menge
aller u € D’w) fiir die X in (4-1) unabhdngig von K gewdhlt werden kann.

5. Faltung

Die wichtigsten in dieser Arbeit bendtigten Eigenschaften der Faltung (die Existenz von Ab-
schneidefunktionen, Glétten, Theorem of supports) werden hier fiir D,y bzw. 5(’w) bereitgestellt.

DEFINITION 5.1. Seiw € M’ beliebig. Fiir p € &, v € D,y und f € &) definiere:

w)?

Tuf) = pxf:RY = ae (uy, fz —y))

Su(V) = p*xv:Dyy — o= (1, *p)
wobei
V:Dwy— o= (v,@) und p(x) = ¢(—x) ist.

Nach [BMT] 6.3 sind die Abbildungen

Ty €y = Ew)
und

Sp i Dy = D)
stetig und wohldefiniert.
LEMMA 5.2. Sei w € M’ beliebig. Fiir f,g € £, gilt:

supp f * g C supp f + suppg.

BEWEIS. Sei ¢ € D,y mit supp ¢ C IRM\ (supp f + supp ¢). Dann gilt:

(fxg,0)=(fg%¢)=0.
Denn supp g * ¢ C supp ¢ — supp g und deswegen:

supp f Nsupp g * ¢ C supp f Nsupp ¢ — supp g = 0.

BEMERKUNG 5.3. Sei w € M’ beliebig. Dann gilt:

(1) Fiir jedes K IR" gibt es ein f € D, (K) mit f > 0.
(2) Fiir jedes r > 0 gibt es 0 < f € Dy, (B,) mit f > 0.

BEWEIS. ,,(1)“: Sei g € D(,(K) beliebig. Wegen g = g folgt 1g]Ix = l|gllx = llg]|x. Daher ist
G € D) (K). f:= gg ist positiv und in Dy, (K).

,,(2)“: Sei 0 < g € D(w)(BT-/2> wie i

n (1). f:= g+ g hat dann alle geforderten Eigenschaften, da
fiir jede reellwertige Funktionen g § =

g = g richtig ist. Daher gilt:
und
supp f = supp(g * §) C supp g + supp g C B,.
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LEMMA 5.4. Sei Q C IRY offen und w € M’ beliebig. Fiir jedes K € gibt es ein g € D) ()
mit
0<g<lundglg=1.

BEWEIS. Sei ¢ := dist(K, R¥\ Q) > 0 und 0 < f € D,(B.,4). Setze

1 _
= —+—fund g := * f.
Fom e = e, S

Dann gilt:
suppg € K + B./o + Beyy € Q)
und fiir x € K :
9@) = [ Nicrna(@ =) /) dy =1,

SATz 5.5 (Glatten). Sei w € M’ beliebig und 0 < ¢ € Dy (By) mit gy ¢dr = 1. Fire >0
setze

Dann gilt:
supp ¢. € By

¢e — 0 in D,

0| < 1
Fiir u € D, gilt:

P * U — U N Déw)

() suppu * ¢. C suppu
e>0

BEWEIS. Fiir ¢. gilt offensichtlich:
supp ¢. C eBy = B. und / Qs dr = 1.
RN
Da [1)] < |||z, fiir jedes ¢ € Ly gilt, folgt .| < 1.

Sei ¢ € Dy, und € > 0 beliebig. Da supp ¢ kompakt ist, ist ¢ gleichméfig stetig. Deswegen
existiert ein €y > 0 so, daB fiir alle 0 < € < g9 und alle z € B; gilt:

|0(0) — p(2)] <e.
Damit gilt:

Und damit ¢z — ¢ in Dzw). Wegen der Stetigkeit der Faltung folgt dann auch:

Qe xu — 0 *xu=u.
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Sei & € .o supp u * ¢, beliebig. Dann gilt fiir jedes € > 0:
x € suppu * ¢, C suppu + B..
Da supp u kompakt ist, folgt x € supp u.
LEMMA 5.6. Sei w, € M (r = 1,2) mit wy < w;. Dann ist die Einbettung i : D,y — Dy

stetig mit dichtem Bild.

BEWEIS. Sei f € D,,) und A, C wie in Definition 2.3. Wegen

1A = [ Felde < [ 1f1eM 0% de = M) < oo

ist i stetig und wohldefiniert. Sei nun f € D(,,) beliebig und ¢, wie in Satz 5.5. Dann ist
P f € 'D(wl) fiir ¢ € D(wl); und es gilt:

7= (=6 = [ 11— el do.
Mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt die Behauptung, da

6| <1 fiir alle € > 0.

Offensichtlich gilt daher fiir zwei dquivalente Gewichtsfunktionen wy, wy € M':
D) = Diw)-
SATZ 5.7 (Theorem of supports). Sei w € M’ beliebig. Fiir uy,us € Elwy gilt:

ch supp uq * upy = chsupp uq + ch supp us.

BEWEIS. Da
Supp 41 * us C supp w1 + supp us
und deswegen immer

ch supp u; * us C chsupp uy + ch supp us
gilt, bleibt die andere Inklusion zu zeigen.

Fiir € > 0, ¢ € D,y wie oben folgt aus dem ,, Theorem of supports“ in [H2], Theorem 4.3.3:

chsupp(uy * @) + chsupp(ug * @) = chsupp(uy * ¢. * uz * ¢.)
C chsupp(ug * ug) + 2 ch supp ¢
C chsupp(uy * ug) + 2eB;.

(Da D,y C C= == CX(IRY) C & gilt.) Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung aus Satz 5.5.
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6. S., S, F, und die Fouriertransformation

Die fiir die Untersuchung der Fouriertransformation wichtigen Rdume S und S’ werden hier auf
S, und 8, ausgedehnt und einige fiir S bekannte (wichtige) Eigenschaften (z.B. die Dichtheit
von D, in &, die Inversionsformel und die Vertriglichkeit von Fouriertransformation und
Faltung) werden fiir S, (S!,) nachgerechnet. Am Ende dieses Kapitels wird dann der Satz von
Paley-Wiener-Schwartz fiir 5(’w) angegeben.

DEFINITION 6.1. Seiw € M. Fiir f € C® := C°(RY) mit f € C*(R™), A > 0 und o € INY
setze:

Pax(f) = sup e*|D"f|
zelRY

Tax(f) := sup e’\“’]Do‘ﬂ

zeRN
sowie

S ={f|VYa,\ : par(f) < oo und 7, < 00}

In S = {f € C% | sup,epn [2°Df| < o0, Va, € IN}'}, dem Raum der schnell fallenden
Funktionen, gilt fir f,g € S

fes. fges fg=@2m) Nfxg f=(m)"f
wie man z.B. in [H2] Kapitel 7 lesen kann. Offenbar gilt Sipg14.) = S.

>

LEMMA 6.2. Fiir jedes w € M’ gilt S, C S. Die Fouriertransformation ist ein stetiger Auto-
morphismus auf S,.

BEWEIS. Sei f € S, a, 8 € IN) beliebig. Fiir b wie in (v) gilt mit A > @ fiir jedes z € RY:
2D f(x)] < CeM*@ D f(2)] < pan(f) < co.

Damit gilt f € S und S, C S. Also steht auf S, die Fourierumkehrformel zur Verfiigung, d.h.
fiir jedes f € S, gilt:

J=@mn™,
Da fiir jedes o € IN)Y und A > 0
Pan(f) = man(f) wnd  man(f) = (27) N pan(f)

gilt, ist die Fouriertransformation ein stetiger Automorphismus in S,,.

Zuséatzlich zur Umkehrformel gelten noch fiir beliebige f, g € S,:
frg="1a
und - )
fg=(@m) " f =g,
da diese Formeln in S gelten.

LEMMA 6.3. Sei w € M’ beliebig. Dann sind punktweise Multiplikation und Faltung stetig in
So.
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BEWEIS. Seien f,g € S, o € IN)’ und A > 0 beliebig. Dann gilt:

Par(fg) = sup @ |D(fg)|(z)

zeRN
= sup M@ Y <a> DPfD* P g|(x)
z€RN B<a g
<y (g)pﬂ,w)pamg).
BLa
Wegen
D*fg = (2m) N D(f + §) = (2m) N (Df) * §
gilt:

Tar(Fg) = €D Follr.. = 2m) M) * §e* 1.
Nach (o) gilt: w(x) < K + Kw(y — x) + Kw(y). Damit kann man weiter abschétzen:

< C|( D f) # ("9) 1 < Ol Dl (€5 1o
mit v aus (7') gilt dann:

= O MM% D fe= || 1, mo,ka(9)

< CTa,katn (f) mo,0(9) /]RN e dr < O oay (f) mo,x1(9).

Wegen

—
N

frg=@n)Nixg=(mNf3

folgt die zweite Behauptung aus der ersten.

LEMMA 6.4. Fiir jedes w € M’ gilt:
Dy € S C &) -

BEWEIS. Sei [ € D), a € ]NéV und A > 0 gegeben. Da supp f kompakt ist, ist p,x < 0o. Es
gilt:

Tan(f) = €D flliee = 120 f ()] 1 o
Da z¢ € A(RY) C &, und deswegen 2°f € Dy, gilt, folgt mit ,Paley-Wiener*:
7Ta7)\<f) < OQ.

Sei g € S, und ¢ € D(,,. Da ¢ € S, ist, folgt mit Lemma 6.3:
172e™ || = moa(fep) < o0.
Da supp(gy) kompakt ist und g € D gilt, folgt die Behauptung mit 3.5.

LEMMA 6.5. Dy, ist dicht in S, fiir jedes w € M.
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BEWEIS. Sei ¢ € S,,. Wéhle ¢ € Dy,)(B1/2) mit gp|§1/4 =1 und 0 < ¢ < 1. Definiere fiir ¢ > 0
Vo) (x) == Y(x)p(ex) € D). Zeige: Yy — ¢ in S,

Sei a € IN) und X\ > 0 beliebig. Zeige:

Par(Ye) —¥) =0 (6-1)
und
Tax(Ve) — ) — 0. (6-2)
Fiir jedes z € RY gilt:
D0 - )@ = | 5 () PPt ute) - Do)
B<a

<| X (g)e'ﬁ(D%)(%)D“_%(x)l+(|90(€93)—1)D“¢(x)|

0<B<La

Da sup, g~ DP|¢l(ex) = sup,cpv DP|p|(z) ist, gilt:
_ « _
< 5 () a0l po-na () aa(9) s
0<% \P lyl>1/(42)
Insgesamt erhélt man folgende Abschétzung:

Par(the) =) < 3 (g)gﬁlpﬁ,o(‘ﬂ) Pa-pA(Y) +pa,>\+1(1/1)€_w(i
0<B<a

Da ¢ € S, und |B| > 1 gilt, folgt (6-1).

Um (6-2) zu zeigen, betrachte zunsichst fiir festes x € IRY:

. o 1

. = e b2 gt = =N / e bz gt = e Np(—x).
o)) = [ elet)e = [ et (<)
Damit erhalt man:

Do (2) — D)
= |(2m) VD (& * () - D)
= Jen) ™ [ (D)@~ )p(Cy)e™ dy - D)

= @)™ [ ¢)D b~ ey) dy — D™()]
Wegen
@m)™ [ @dy = (20)75(0) = ¢(0) = 1
gilt:
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= 1em™ [ o)D) —ey) - D)) dy]

< @m)™ [ ) (D" ) (@ = =y) — D(a)] dy
= @07+ @)D" — ey) — D*i()] dy
=: (2m) "V (Ip + Iy)

wobei B := B;(0) + eV By und U := IR\ B. Fiir jedes [ aus (7/) gilt dann:

Iy < 2mao()2m) 7 [ |ldy
< CH@(HA)WHLOO /Uef(lJr/\)w dy

< C'sup e”\“’(y)/ e~ dy
yeU U

Da x ¢ U gilt |z| < infyep |y| und deswegen:

< Ce—)xw(@/ e—lw dy

RN\ B__1/(n+2)
Da B.-1/iv+2) / RY fire — 0 folgt mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz:
Iye®) — 0 gleichmiiBig.

Sei K IRYM und ¢ > 0 beliebig. Da QZJ auf B + K gleichméfig stetig ist, gibt es ein £y so, dafl
fiir jedes 0 < £ < &g, jedes x € K und y € B gilt:

[z — ey) — ()| <6
Dewegen gilt fiir x € K:
In(2) < (2m)78 [ 14(0)|dy
d.h.: Auf jedem Kompaktum K konvergiert Ig gleichméflig gegen 0. Deswegen gilt:

sup Ig(x)e™® — 0 fir e — 0
|z|eK

Um (6-2) zu zeigen, reicht es deswegen

sup Ip(x)e® — 0 (6-3)

|z[>2
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zu zeigen. Seien |r| >4 und 0 < e < % beliebig gegeben. Dann gilt:

I5|(x) < (27) Vmn(Bigyc1/ove2 ) sup [4(y) | sup [ D*(z — ey) — D ()|
yeEB yeEB

MWS 1N ~
< C(|z| +e™+2)" sup sup |(grad D*Y(z — tey), ey)|
yeB t€[0,1]
Cauchy-Schwarz -1 N ~
< C(lz| 4 e™+2)" supely| sup |grad D*Y(z — tey)|
yEB tel0,1]
< Ce(a]+em) M sup S [D(x — ey)|
YEB |Bl=lol +1
< C&‘%(M + 1)N+1 Z sup |Df61ZAJ(:U _ 5y)€IW(4(~’v—€y))|e—lw(4(fc—£y))
18|=laf+1 &8

Da |ey| < »3|x|—|—5%é < lz41 < 3efiiry € Bgilt, ist [z —ey| > x| Mit w(4z) < C+ K%w(z)
und der Monotonie von w kann weiter abgeschétzt werden:

< 0617% (|ZL‘| + 1)N+1 Z Wﬂ,l(¢)€_lw(€(|$|+1))_%w(w)
18]=lal+1
< 081/(N+2)(|x| + 1>N+16—%w(z)

Mit b aus () gilt:

< Ot/ (N+2) (L L )uo(a)

Mit [ := K (& — X) gilt dann:

< Oel/(N+2) ,=w(z)
Damit sind dann folgende Aussagen gezeigt:
Ip(z)e™@ < O/
Iy(x)e™® — 0 gleichmiiBig
Damit folgen (6-2) und die Behauptung.

DEFINITION 6.6. Sei w € M’ beliebig. Eine stetige Linearform auf S, heifit w-temperierte
Distribution. Die Menge aller w-temperierten Distributionen, versehen mit der schwachen To-
pologie, heifit S',.

DEFINITION 6.7. Auf S, definiert man die Fouriertransformation durch:

Vo €8, 1 i(¢) = (1, ¢) = (u, ). (6-4)

Aquivalent (mit der Inversionsformel) zu (6-4) ist
Vo e, : a(d) = 2r)V(u, ).
DEFINITION 6.8. Fiir w € M’ sei F,, die Menge aller u € Dzw), fiir die es U € L' und X > 0
gibt, mit:
/ |U|e ™ dz < oo
IRN
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und )
Vo € Dy : u(¢) = (2m) N /}RN Ugdu.
Offensichtlich gelten:
F,CS und a=U.
SATZ 6.9. Fir jedes w € M’ und jedes u € &, gilt:
weS, und a(z) =ue”®0) e A(N).

BEWEIS. Nach [BMT] 7.1 ist e "*! € &, fiir jedes = € V. Da u stetig ist, gilt fiir jedes

peSsS,:
ilp) = u(@) = ([ o)™ dt)
= [ eOuale™ ) dt = {1, w0,

Der Rest folgt dann mit [BMT] 7.2 .
SATZ 6.10. Fir jedes w € M', ¢ € S, und u € S, gilt:

—

poxu:—u(@x) €S und 0 *u = Pi.

BEWEIS. Da nach Lemma 6.3 die Faltung in S, stetig ist, folgt die Stetigkeit von ¢ * u sofort.
Nach Definition 6.7 gilt dann:
(1) = (ux ) () = u(@* ).
Mit der Fourierumkehrformel, die man auf S, C § nach Lemma 6.2 zur Verfiigung hat, gilt:
G = 2m) Noxt = g,
Insgesamt wurde dann folgendes gezeigt:

pru(y) = u(@ *P) = u(@P) = ap().

KOROLLAR 6.11. Sei w € M’ beliebig. Fiir u € F,, und ¢ € S,, gilt:
p*xu e F, und pxu=pi

sowie

oucF, ud Gu=20) Vpxa=(n)N / S()a(. — 1) dt.

BEWEIS. Da F, C &) gilt, reicht es
pxu e F, und ou e F,

zu zeigen. Dies folgt aber sofort, da @ € LI mit ||ie ||, < oo und ¢e* € Lo, ist.

SATZ 6.12 (Paley-Wiener-Schwartz). Sei K C RY kompakt und konvez. Fiir eine ganze Funk-
tion U und w € M’ sind dquivalent:

(1) Es gibt ein p € E\(K) :=={u € D, | suppu C K} mit i ="U.
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(2) Es gibt ein X > 0 so, daf$ es zu jedem € > 0 ein C' > 0 gibt mit
U (2)| < CeHlr(tmz)telImzlthw(Rez)

fiir jedes z € V.
(3) Es gibt ein A > 0 so, daf$ es zu jedem & > 0 ein C' > 0 gibt mit

/ Uz +idy)|de < O K W) +elyl+2w(z)
R

fiir jedes y € RN

BeEwEIS. (1) <= (2):“ [BMT] 7.2, 7.3.

,(2) <= (3):“ Analog der entsprechenden Aquivalenz in Satz 3.3.

SATZ 6.13. Seiw € M’ beliebig. Fiir u; € 5(’“,) und uy € F,, gilt dann:

— PN

U *x Uy € Fy, und U * Uy = Ui Us.

BEWEIS. Nach Satz 6.12 gilt £, C F,,. Sei nun ¢ € D,); dann gilt:
(ug *ug)(p) = uy * ug x P(0) = u2(u1 * ).
Da 1, * ¢ € Dy, ist, gilt nach Definition 6.8 und Korollar 6.11:
(w1 % us) () = (ug, @ * @) = (2m)" (g, @) = (2m)" (G z, @),
Da 41 nach 6.10 ganz ist und i, € LY gilt, liegt @11 in L, und es gilt:
G (p) = (2m)Y /}RN g de

fir jedes ¢ € D). Nach dem ,Satz von Paley-Wiener-Schwartz* existieren C,A; > 0 so, da83
fiir jedes z € RN |a1|(z) < CeM@ gilt. Aus der Definition 6.8 folgt die Existenz von Ay > 0
mit [ |le]|e™2¥ do < co. Zusammen gilt dann:

/ |Gy g e~ P1HA2e gy < C/ Mg e= NN gy

—/ e dr < oo

Nach 6.8 ist damit die Behauptung gezeigt.

7. Der singulire Triger (sing, supp)
Nachdem der singulére Trager eingefithrt worden ist und einige elementare Eigenschaften gezeigt
wurden, wird ein Analogon zu dem Satz von Paley-Wiener fiir den singuléren Tréger bewiesen.

DEFINITION 7.1. Sei w € M’ und u € Dgw)(ﬂ) beliebig gegeben. sing, supp u ist die Menge
aller Punkte x € Q fiir die es keine offene Umgebung U gibt, so dafs U|’D(w)(U) € Ew(U) gilt.

Fiir w = log(1 + |.|) erhélt man so den iiblichen singuldren Tréiger.

BEMERKUNG 7.2. Sei w € M’ sowie u € D ) beliebig gegeben. Dann gilt:
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(1) x ¢ sing, suppu <= Es gibt ein § > 0 so, daB Dy,,)(Bs(x))u C D, gilt.
(2) Fiir jedes ¢ € D,y gilt: sing,, supp ¢pu C sing,, supp u.
(3) Fiir ¢ € D,y mit ¢ =1 auf einer Umgebung von sing,, supp gilt:

sing,, supp ¢u = sing,, supp u.

(4) Fir jedes v € Séw) gilt: sing, supp v * u C sing,, supp v + sing,, supp u.
s gilt sing,, supp u) C sing,, supp u.
5) Es gilt sing P(D C sing

BEWEIS. ,,(1)=:* Nach Definition 7.1 gibt es eine offene Umgebung U von x mit ulp ) €
Ew)(U) gilt. Daher gilt fiir 6 > 0 so, dal Bs(x) C U ist, nach Satz 3.9: D,)(Bs(x))u C D).

,»(1)<=:“ Direkte Folge von Satz 3.9.

,(2): Seien ¢ € D,y und z € RY\ sing,, supp u beliebig gegeben. Nach (1) gibt es ein § > 0
so, dal D (Bs(z))u € Dy, gilt. Daher gilt auch D, (Bs(z))pu € D(.y. Mit (1) folgt damit
die Behauptung.

»(3):* Nach (2) bleibt nur nach die andere Inklusion zu zeigen. Angenommen, es gébe ein
& € sing, suppu \ sing, supp ¢u. Nach (1) gibt es dann ein §; > 0 so, dal D.(Bs, (v))ou C
D(,. Da ¢ = 1 auf einer Umgebung von sing, suppu gilt, gibt es ein d, > 0 so, dafl ¢
1 auf sing, suppu + Bs,(x) gilt. Mit § := min(d;,d,) folgt daher: D,y 2 D) (Bs(x))opu
D(@(Bg(iﬂ))ﬂ

»(4):“ Wiahle ¢ € D,y mit ¢» = 1 auf einer Umgebung von sing,, suppv und setze: v; = ¢wv
und v, = (1 —¥)v = v — v;. Dann ist v, € D,y und deswegen gilt u * v, € &£¢. Fiir jedes
¥ € Dy {z € RV \(sing, supp u + supp o)} gilt dann ¢(u * v;) € D,y. Damit ist dann

sing,, supp u * v = sing,, supp v * vy C sing,, supp u + supp ve C sing,, supp v + supp ¥
gezeigt. Fiir supp ¢ — sing,, supp v folgt dann die Behauptung.
»(5):“ Es gilt P(D)u = P(D) ¢ *u und daher mit (4):

sing,, supp P(D) u C sing,, supp P(D) ¢ + sing,, supp u = sing,, supp u.

LEMMA 7.3. Sei K C IRY kompakt und konvex, sowie & € IRN\ K. Dann gibt es ein y € RV
so, daBl Hx(y) — (y,&) < —1 ist.

BEWwEIs. Direkte Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach.

LEMMA 7.4. Unter den Voraussetzungen von 7.3 gibt es y € IRY, ey > 0 und § > 0 so, daB fiir
jedes 0 < e <eg und £ € Bs(§)

Hivp.(y) — (y,§) < —1

gilt.
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BEWEIS. Da ¢ ¢ K gilt, ist ¢ := § dist(¢, K) > 0. Da Ky := K + B., kompakt und konvex ist,
mit ¢ ¢ K, gibt es nach 7.3 ein y € RY mit

Hiyp.,(y) — (,€) < —

Da das Skalarprodukt stetig ist, gibt es d > 0 so, daf} obige Ungleichung fiir e Bs(§) gilt. Fiir
0 <e<egpund € € Bs(§) gilt dann:

Hicip.(y) — (& y) < Hirp (y) — (Ey) < —

N
LEMMA 7.5. Seien a; < b; (1 < j < N +1). Setze A := ;11[&]-,@]. Pir 1 € C2(A. ) und
j:
F € A(Y) gilt dann:
/MH*(F(zl,... ,ZN)dzl/\.../\dzN) =0.

BEWEIS. Es gilt:
dF = Zdexj + Z de]

Da F holomorph ist, folgt mit den Cauchyleemannschen Differentialgleichungen fiir 1 < j <
N: (%F =5 F Da t(dz +idy) = dz ist, gilt:

J RS
dF = Fd
Zaxj ZJ

Mit dem Satz von Stokes (siche [Ma] XIV.4.5) gilt daher (wegen d(H*F') = H*dF):
/ H*(Fdz A ... Ndzy )= / H*(dF Adz A ... Adzy)=0.
0A A

Damit kann man nun ein Analogon zu dem Satz von , Paley-Wiener* fiir singuldaren Trager
beweisen:

SATZ 7.6. Seien w; < w € M’ sowie u € 5(’w1) beliebig. Fir eine kompakte, konvere Menge K
im RY sind dquivalent:

(1) sing, suppu C K
(2) Es gibt ein X > 0 so, daf$ es fir jedes m € IN eine Zahl C,, > 0 gibt, mit der
Yl <mw(z) = (e +iy)| < e @HHcbl/m (7-1)

qgilt.

BEWEIS. ,,(1)=(2):“ Da u stetig ist, gibt es A, C' > 0 mit
Vo € Doy ¢ |u(p)] < Cllge™” |1, (7-2)

Sei m € N fixiert. Wahle nun ¢ € Dy (K + Bi/@2m)) mit ¥ = 1 auf einer Umgebung von K.
Setze
uy = Yu und Uy 1= U — Uq.
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Dann ist u; € 5(’(‘}1), da Dy C D). Da nach Konstruktion sing, suppu, = @ gilt und der
Tréger von uy kompakt ist, folgt us € Dy,y. Es gilt:

Vip € Doy ¢ )] = [z, )| = (2m) ™ (a2, 9
(m)™ [ Jiaglde < @m) N [@le [ lial da
Clpe™ |-

IN

VAN

Deswegen gilt fiir uy:

(7-2) A Aw N A AW
Vo € Dy = lua(p)] = [u—usl(p) < Cllge* ||, + Cllge | 1.,

< Cllge* |- (7-3)
Fir 6 € D(wl)(K -+ Bl/(Zm) + Bl/(4m)) mit 6 = 1 auf einer Umgebung von K + Bl/(gm) gilt:

und

, 73)
[in](2) = Jur (0™ < Clfo(a + 2)e 1 o
Paley-Wiener (3.3) mit e = = ergibt:

4m

| Im z|
< C)\ || eHK"'Bl/(Qm) +B1 /(4m) (Im 2)+ = —Aw1 (z+Re 2)+ w1 (z

N

!

(e
mit A := KX und —Aw;(z + Rez) < Awi(z) — 2wi(Rez) + A

< C}ﬁHK(Im Z)+|Irrnn72|+>\le (Rez)

Da uy € D,y ist, gibt es ein n > 0 mit uy € D,y (B,). Mit ,Paley-Wiener* folgt dann fiir jedes
A>0:
’a2 | (Z) < CAGHB" (Imz)—Aw(Rez) _ CAen| Im z|—Aw(Re z).

Sei nun z € Y mit | Im 2| < mw(Re 2) fixiert. Dann gilt:

Hi(Im z) = sup(y,Im z) > —|Im z|sup |y| > —Crmw(Re z) (7-4)
yeK yeK

Wegen 4 = 0y + Uy gilt:

ja](2) < laa|(2) + |az|(2)
C/\EHK(Im z)+%+/\Ku}1(Rez) + CA€n|Imz\wa(Rez)

IA

| Im 2| _
C)\QHK (Im 2)+ ==+ Kw1(Re 2) + OAenmw(Re z)—Aw(Re z)

IN

C,\eHK (Im Z)-‘r%-‘rAKWl (Re=z) + CAe(nm—A)w(Re z) )

Wegen () und (7-4) gilt: Hg(Im z)—i—% + AKw;(Rez)
> —mCrw(Re z) +w(Re 2)
(1 —mCk)w(Re z)

Fir A > m(Ck +n) + 1 gilt:

< (Cy+ CA)GHK(Imz)jL%Mm(Rez)_
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Mit Cm = CA + CA fOlgt (2)

»(2)=(1):“ Zeige zunichst, daB (2) auch fiir jede zu w dquivalente Gewichtsfunktion © € M’
gilt.

Sei m € IN fixiert und wihle C' und A gemiB (2). Aus der Aquivalenz folgt die Existenz von
a,b € IR mit
o < aw +b.

Da 0 < w / oo gilt, gibt es ein R > 0 so, daB fiir jedes z € R mit |z| > R w(z) > w(R) > 1
ist. Setze Q := {(x,y) € R*™ | |y| < mw(R), |z| < R}. Da Q kompakt ist, ist

Co == sup <|ﬁ](x + iy)e_)‘“’l_HK(y)_‘y'/m) < 00.
(z,y)€Q

Fiir (z,y) ¢ Q gilt (da w(x) > 1 ist):
O(z) < aw(x) +b < (a+ b)w(z).
Daher gilt dann fiir alle z,y € R mit |y| < md(z):

m|(m +iy) < {gQ fiir (tacay) €Q } e w1t HE (y)+yl/m
- sons

Damit ist dann (2), = (2); gezeigt. Da die andere Richtung analog gezeigt werden kann, kann
man daher nach Satz 2.4 0.B.d.A. w € C* annehmen.

Es bleibt u € &)(IRY\ K) zu zeigen. Nach Satz 3.9 reicht es fiir jedes § € R\ K eine
kompakte Umgebung U zu finden so, daf fiir jedes ¢ € D,)(U) und jedes A > 0

leullx < oo (7-5)
gilt.
Sei daher &, € R™\ K beliebig gegeben. Wihle hierzu gy > 0, y € RY und § > 0 gemif Lemma
7.4. Setze U := Bj5(&). Dann gilt:
Hy(y) + Hy(—y) < —1. (7-6)
Fixiere ¢ € D, (U). Dann gilt fiir pu:
udl#) = dri(d) = |

. u(t)p(z —t) dt.
Definiere fiir s > 0 Abbildungen:

H:[0,1] xRN — Y (t,2) — z + itsyw(z)

HR = H|AR mit AR = [0, 1] X [—R, R]N

Oy (x) := H(0,2) und Oy(x) := H(1, z).
Offenbar gilt ®; = limg_ .o, Hr(1,.) und ®; = limg_ .o, Hg(0,.).
Da nach Konstruktion w € C ist, ist  ebenfalls beliebig oft differenzierbar. Setze fiir T €
RY: F(z) == Fi(2) := W(2)p(Z — 2) € A(N). Fiir A := Ag und H gilt nach Lemma 7.5
(dZ = le VANIRAAN dZN>I

/M H*(Fdz) = 0.
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Offensichtlich ist ug(Z) = [y @} (F dz). Zeige:
/ CBi(Fdz) = / _By(Fd2). (7-7)
R R

Sei z € Bild Hg beliebig. Dann ist Im z = styw(x) und Re z = x. Wiahle m € IN mit |sy| < m.
Nach (7-1) gibt es dann A, C,,, = Cs > 0 so, da8

|i](2) < Oyl @ st y)Hw(e) o

Da w; < w gilt, gibt es a > 0 und b € IR mit w; < aw + b. Damit erhélt man:
a](z) < Cse(a)\JrstHK(y)th)w(m)'
Da ¢ D(U) ist, gibt es nach , Paley-Wiener“ fiir jedes A > 0 ein C > 0 mit

O|(F — 2) < Cprete@Hu(yp—Aua-a)
(‘? CAeStW(ﬂﬁ)HU(—y)—%w(x)JrAw(:z)
= CAestw(w)HU(*y)JrAw(m)f%w(j)'

Damit kann man dann insgesamt abschétzen:

[Fl(2) = |@(Z)<5(f = 2)]

w z)+Aw (T
< O pe? @tk ) +stHu (—y)+ay+1 e~ kW@ +Aw(Z)
3 eAw(@)— gw(@)
(7-6) o (@) (1+ar—st—4)+Aw() iy
< Csa w(z)(1+ar— 5t+1\)——w(x) ( )
} (7-9)

9Ar = ({0} x [-R, RI™)U ({1} x [-R,RI¥) U
UJ([0,1] x [-R, R"™" x {£R} x [-R, R|"7)

= AP uAP U U B
7=1
gilt, erhélt man mit U, ;(¢,2/,2") = \I/ﬁ)(t,x',x”) = H(t,2/,£R,2") (1 <j <N,z e R,
" € RV 2 € RY) dann:

/MH*(FCZZ):—/A1 1(Fdz) +/ 5(Fdz)
+Z/ (Fdz) Z =P dz).

B*J

Zeige: [, \II;};)*(F dz) — 0 fir R — oo. O.b.d.A. zeigt man dies nur fiir j = 1, da sich
+j

die B’s mJlr durch Permutation der letzten N — 1 Koordinaten unterscheiden. Da fir H =
(Hla"' 7HN)tT7 Yy = (y17"' 7yN)tr

0 :
(Gl ), ooyl = lis(ue(@)), | < slyle(@) (7-10)



24 1. GRUNDLAGEN
und
. 0
‘(%Hl’(t,x))lglg\[\ = ’(51,3‘ + zstyjaij(x))lSlSN\ <1+ Csly| (7-11)

gilt, erhélt man:

d\I/:tl = d\I/:I:I,l VAP \If:tl N

:N(aat (t,£R,x dt+Z—Htin)dxl)
_ 0
= det((zsylw(:v))lngN, (5z] +zsy]ax w(R,z ))2%%)

dt N\ d.ﬁEQ VANPIRIAN d.%’N. (7—12)
Aus den Abschétzungen (7-10) und (7-11) folgt daher:

|det((isylw(m)>1§l§N, (514- + z'syjaaxlw(R7 a:”))

Wenn man dies in (7-8) einsetzt, so erhilt man:

)| < slylw(R, ") (1 + Csly|)¥~(7-13)

1<5<
2<I<

zz

[ witFdz)| = | [ Fowaw

Bl Bl
= | [ Fowidet(..)d(t,a")
< CAs/ / e(1+a)\fst+t7%)w(R,:v”)JrAw(j)
- " Jlo,) JRY-!

slylw(R, ") (1 + s|ly|)N ' da” dt
< C«/\yg@/ . e(a)\+2——)w(Rx” dz".
-

Da nach (7/) fiir A > Ay das Integral endlich ist und der Integrand punktweise monoton gegen
Null strebt, folgt mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz:

\/ 1(Fdz)| — 0 fiir R — 0.
Ebenfalls mit ,,Lebesgue® folgt:
/ CID’{(Fdarl/\.../\de):/ Fo@ldx—>/ Fdx.
Ay [-R,R]N RN
(Da d®y = dxy A ... ANdzy ist.)

Ahnlich wie in (7-12) erhélt man:

N,
dd, = det(<5lvj + zsyj%w(xDKjKN) dri A\ ... Ndzy
‘7 —Jr =

und 5
et (3 + sy 5 -0(0), ) < OO sl

Da die Determinante berschrankt ist, erhélt man sofort

/A (|F|dz) < c/ “(|F|dz) < 0/ “(|F|dz) <
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Mit ,,Lebesgue® folgt dann (7-7).
Auf Bild 5 kann man mit ( 7—9) abschéitzen und erhilt fiir s > sp mit (fy) (wegen t = 1):
| / )| < Chs /}RN w(@)(1+ar—s+A)— % w(@) .

= CA e fA{w(j)

Damit ist dann nach Korollar 3.5 (7-5) gezeigt.

KOROLLAR 7.7. Firw e M', u € & und K CRY kompakt, konvex sind dquivalent:

(1) sing, suppu C K
(2) Es gibt ein A > 0 so, dafs es fiir jedes m € IN ein C,, > 0 gibt, mit:

|yl
[yl < mw(x) = || (z + iy) < Cp(1 + ] M@+,

BEWEIS. Mit w; = log(1 + |z|) folgt aus (y) und Satz 7.6 die Behauptung, da &,, = £ gilt.

KOROLLAR 7.8. Firwe M, u €&, und K CIRY kompakt, konvez sind dquivalent:
(w)

(1) sing, suppu C K
(2) Es gibt ein X > 0 so, daf$ es fiir jedes m € IN ein C,,, > 0 mit

ly| < mw(x) = |al(x + iy) < CmeHK(yH%Hw(x)
qibt.

BEWEIS. Mit w; = w und A = A + 1 folgt dies aus Satz 7.6.

25
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KAPITEL 2

Einige spezielle Teilrdume von Déw)

Um im néchsten Kapitel die Losbarkeit von P(D)u = f mit f € &, und f € D'(,)r gleich-
zeitig untersuchen zu konnen, werden hier weitere Teilrdume von Dzw) untersucht. Nachdem
die ,temperierten Gewichtsfunktionen“ aus dem 10. Kapitel von Hormander ([H2]) an die
modifizierten Voraussetzungen angepafit worden sind, werden die Rdume B, und BZ”,iOC defi-
niert. Diese Rdume bestehen aus Distributionen, deren Fouriertransformierten LP°-Funktionen
mit gewissen Integrabilitdtsbedingungen sind. Im weiteren werden dann die Faltung und das
Anwenden von P(D) in diesen Réumen untersucht.

1. Gewichtsfunktionen &

Nach dem die (temperierten) Gewichtsfunktionen eingefiihrt sind, werden die wichtigsten Ab-
schéitzungen und Beispiele vorgefiihrt.

DEFINITION 1.1. Fiir jede Funktion k : RY —]0,00[ und K > 0 definiere:
k(x +y)
My k() == sup ——————.
yeRN kK(y)

DEFINITION 1.2. Sei w € M’ beliebig gegeben. K, sei die Menge aller stetigen Funktionen
k: RN — [0, 00[, fiir die es Cy, Cy, K1, Ky >0 gibt, so dafs

CleiKlw S k S CQQKZM (Mo)
gilt.

SaTz 1.3. (1) Sei k : RY —]0, 00| stetig. Wenn es A\, Ky, Ky > 0 gibt, so daf fiir alle x,
y e RN
k(x4 y) < AR (y) (M)
qgilt, so ist k € K.
(2) Sei k: IRY —]0, 00[ beliebig. Wenn es A, K > 0 gibt, so daf fiir alle v, y € RN
k(z +y) < Ae"“Ok(y) (M2)

gilt, so ist logk gleichmdfig stetig. Es gilt k € K,,, und My, erfillt ebenfalls (Mz).

BEWEIS. ,,(1)“: Aus (M,) folgt sofort k(z) < Ak(0)%K2ef1¢@ (mit y = 0). Um die andere
Abschitzung zu erhalten, setze  := —z und § := y+2z. Aus (M) folgt dann: k(y) = k(Z+7) <

= — 20
Nefw@ LR () Mit y = 0 ergibt sich: k(z) > @e 7@

27
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w)
»(2)“: Da (May) offenbar auch giiltig bleibt, wenn w durch eine dquivalente Gewichtsfunktion @
ersetzt wird, sei 0.B.d.A. w(0) = 0. Aus dem in (1) Gezeigten folgt (wegen Ky = 1):
1
— log(1) Kaw(z) < log(k(z + y)) — log(k(y)) < log(A) Kaw().

Offenbar folgt damit, da8 log k gleichméBig stetig ist. Aus (1) folgt dann k € K. Da offenbar
Myi(x +y) < Myi(z)Mya(y) < XeB@M, 1 (y) gilt, erfiillt My ebenfalls (Mg). M, € K,

folgt daher aus dem bereits Gezeigten.

BEMERKUNG 1.4. Sei w € M’. Dann gilt:

(1) Zu (My) ist dquivalent: Es gibt K, Ko, A > 0 so, daB fiir jedes z € RY
Mk,K1 (l’) < )\esz(:v)

gilt.

(2) Fiir jedes w € M’ und jedes A € IR erfiillt e’ offensichtlich (M;). Falls w subadditiv ist
() gilt), erfiillt e* sogar (Ma).

(3) Fir w e M', k € K, die (Ma) erfiillen ist dann M, =: M, wie in Hérmander [H2] oder
Bjorck [Bj] definiert.

SATZ 1.5. Sei w € M'. Fiir beliebige k, ky, ko € K, und s € R sind ky + ko,k1ks, max(ky, ko),
min(ky, ko) und k* € IC,,.

BEWEIS. Seien K1, K2, C;1 und C;5 (i = 1, 2) geméf (Mp) gewéhlt. Dann gilt:

m%% Ci716_ max;—=1,2 Ki,l w S CLleKl’lw + 02’1€K2,1w
=1,

< kl + k’g < 01726K1,2w + 027261(2720.) < szll%( CLQGmaXi:l’Q Ko w
=1,
Fiir k1 ko folgt sofort:
C11Co e FrtFone <k oy < O 5Oy gelF12 K220,
Das Maximum la8t sich folgendermafien abschétzen:

Crie M@ < |y < max(ky, ky) < ky + kg < melig(cmemaxi:“ Kiaw,
=1,

Analog folgt fiir das Minimum von k; und ks:

m%% C; ™ maxi=12 Kinw < m%r% (Ci,le_Ki’lw> < min(ky, ko) < ky < Cy0ef2¢
i=1, i=1,

Fir s > 0 folgt £* € K, unmittelbar aus der Monotonie der Funktion = — z°. Fiir s < 0 gilt
die Behauptung analog, da die Abschétzungen von (Mj) symmetrisch sind.

Satz 1.5 gilt analog, wenn alle k; (M3) erfiillen (siehe Bjorck [Bj] Theorem 2.1.4), d.h. kiko,
ki + ko, k* erfiillen dann auch (Ms).

DEFINITION 1.6. Fir jedes Polynom P € |[z] definiere
P(z) = > |DP(z)].

ae]NéV
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LEMMA 1.7. Fiir jedes w € M’ und jedes 0 # P € [z] gilt:
P € K, und P erfiillt (My).

BewEs. Offensichtlich ist P positiv, es gilt sogar
{zeRY | P(z)=0}#0 < P=0.
P ist als endliche Summe stetiger Funktionen auch stetig. Mit m := deg(P) gilt:

/3
Platy)= Y [D°Pa+y)f= 3 [DPa+y)P ™" S| S D*p@)L

I
aelNN lal<m la|<m  |a+-B|<m ﬁ

ﬁ y31+ﬂ2
— S Y 0P@L e S DU p@)D P L

as<m |a+B|<m ﬁ' B1#B2 ﬁ1!62-

ry<a?+y?

ﬁ
<YLY 0w )

la|[<m  |a+B|<m

B2
+ Y (D P >@1) + Y (DRP@) L)

lat+61|<m la+Ba|<m 2!

a+p y;BQ: a+p 2 ig
> X IR >|3<5!> S| X @ s

A- Unglelchung

la|<m [a+B|<m 1Bl<m \|a|<m—|B|

o y2a

= > |D7P(x)? =CP()* Y =5
[v|<m la| <m |a|<m 5

a<~y

IN

CP(z)*(1+ [y))*" < O D(x)2e*W)

BEMERKUNG 1.8. Fiir Pe™ (A >0, w € M’) gilt (M;) immer.

BEWEIS. Sei a € INY mit |a| = deg P und a, # 0. Aus der Definition von P ergibt sich
P ; > 1. Mit K aus (o) gilt daher: (P)K = ( P V¥ (ana)® > - E_ (aaa‘) Damit folgt dann:

aq !

< Ce)\Kw(:v)e)\Kw(y)P(y)
< OfJagall) KA (0 ply))<

(a:+y)]5(x + )

DEFINITION 1.9. Setze

U K.

weM’

2. Die Raume B,

Nachdem die Banachrdume B, eingefiihrt worden sind, wird ihr Verhalten unter Faltung,
Multiplikation mit Testfunktionen und dem Anwenden von Differentialoperatoren untersucht.
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w)
DEFINITION 2.1. Seiw e M’, k€ K, und 1 < p < oco. Fiir u € F, setze:
[wllpk == [|ak| L,

Ferner definiere:
By = {u € Fo | [lullpe < oo}

LEMMA 2.2. Unter den Voraussetzungen von 2.1 gilt:

By ={ue S, |ae LY und |ul,r < oo}

Bewgs. Fir 4 € L™ gilt mit K, C1 wie in (M), v aus (7') und 5 + 1% =1

Holder
[ e de T e K, e,
1. .
< glklls, e, = Cllul.

Daraus folgt dann v € F,.

SATZ 2.3. Sei

omega € M' und k € K,,. Dann ist (By, ||-[lpx) ein Banachraum. Es gilt
S,CByLCS,

mit stetigen Einbettungen. Fiir p < oo ist Dy, dicht in By .

BEWEIS. Seien C}, Cy, K7 und Ky geméf (M) zu k gewihlt. Dann gilt (mit stetigen Einbet-
tungen):
S,C L CS,.
Denn: Sei f € S, beliebig. Dann gilt
I £EllL, < Callfe™*||n, = Cof| fe™ ¥ M<e™||,
< Gyl fe™ Y Nle™ e, = Copo ryiy () €771, < o0.

Sei f € L,, g €S, beliebig. Dann gilt:

1 w
(ol = | [ Jadel < & [ Falke = de

Holder

1 Kiw
<" Al el

Mit v aus (7') erhélt man:

J— 1 -
K< fhl, ge® 2 e,
1

1
= —|fk (
g7kl llge

1 —Yw
= a”kaLp pO,K1+'y<g) H€ i HL;o < 0.

Da die Fouriertransformation nach 1.6.2 und 1.6.7 ein Automorphismus von S, und S/, und ein
Isomorphismus von Ly, nach B, ist, folgen die behaupteten Einbettungen und die Vollsténdig-
keit von By,. Die Dichtheitsaussage folgt ebenfalls, da S, in L, (fiir p < co) und Dy, in S,

nach Satz 1.6.5 dicht ist.
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BEMERKUNG 2.4. Die Fouriertransformation ist ein isometrischer Isomorphismus zwischen
Ly und By,

BEWEIS. Da L, und By, in &, enthalten sind und dort nach 1.6.2 und 1.6.7 die Inversionsfor-
mel gilt, folgt die Behauptung.

SATZ 2.5. Seiw, € M’ (r =1,2) mit wy < wy und k € K, N K,,. Dann ist die Einbettung
i: Dy, — D'y, stetig. Die Einschrinkung von i auf B3 ist eine Isometrie auf By

Beweis. Dadie Norm ||. ||, x nicht von w abhéngt, bleibt nach Lemma I.5.6 nur die Surjektivitét
der Einschrinkung zu zeigen. Sei dazu u € B, beliebig. Dann ist @ € L) und deswegen

u=(2m)Vu € BL%.

Sei k € Ky, NK,,. Dann gilt auch
k€ Knax(iws) und  w; < max(wi,ws) i=1,2.
Nach Satz 2.5 gilt daher
B,k ~ By

.k
d.h. B}, ist von w unabhiingig, solange k € K, gilt.

DEFINITION 2.6. Seiw € M', k € K, und 1 < p < oo. Man identifiziert alle B,k fur die
k € K, ist. Das Ergebnis nennt man Bp.

Setze fir @ C IRY offen
BYE(Q) 1= By N EL(9)

D,k

Da B,k C D, N D, fir k € K, NK,, gilt, folgt B, = B, %" =: By, aus Bemerkung 1.4.2.

SATZ 2.7. Fir jedes k € K ist (Bp, ||-||px) €in Banachraum. Fir jedes w € M’ mit k € K,
qgilt:
D(w) C Sw - Bp,k C S:, C ,Dzw)
mit stetigen Einbettungen. Fiir p < oo ist Dy, dicht in By .
SATZ 2.8. Seiw € M, k € K, sowie 1 < p < oo beliebig. Dann gilt:

P(D)(Bpx) S Bprsp -

BEWEIS. Mit Satz 1.5 und Lemma 1.7 gilt: % € K,. Wegen
PXx) = 3 |D*P(x)]> > |P(x)|? (2-1)

aE]NéV

gilt:
Hl (D)“Hp p / |(FT\ D)U)E |pdx ——/ |P@—k |”dac

P, RN
= [ |gakpde < /N k[P da = [[ull?,, < oo.
R R ’
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w)

SATZ 2.9. Seiw € M', k € K, so, daf (My) gilt. Dann gilt fir u € By, x, und f € S,

fu € Byy und || fullps < O M, 12yl

BewEIS. Nach Satz 1.6.11 gilt (wegen By, C F.,):

Fu) = @m) N f @) = @0 [ fa—yily) dy.
Aus der Definition 1.1 folgt:
k(z) < My, (z — )™ (y).
Damit gilt dann
1 fullpr = Il Fuklls, < @)~ /}RN(fMMl)(x —y)(ak"")(y) dylr,
= 2m) MI(f My sey) * (@K ), < @) N F My, 1, |06k,

= @2m) I M N1z, Nl o -

Aus (M,) folgt My x, < Aef2%. Damit kann weiter abgeschétzt werden:

< @m) Al Nl gy < 00

Im allgemeinen gilt fiir u € By und f € Dy, nicht uf € By wie spéter gezeigt wird. Es gilt
jedoch das Folgende:

BEMERKUNG 2.10. Seiw € M', k€ K, und 1 < p < oo. Dann gilt:

1) Fiir u € B, gilt Diyu C Bpi genau dann, wenn es C, und A > 0 gibt, so daB ||a(. —
p.k (w) P,
2)k||z, < Cue™@ fiir jedes 2 € RY gilt.
(2) Fir jedes w und k fiir die (M) gilt, ist (1) immer erfiillt.

BEWEIS. ,(1):=* Fixiere X IR" mit suppu QIO(. Der Graph der Abbildung: D, (K) —
Bpk : ¢ +— ¢u ist abgeschlossenen, da fiir ¢, — 0 in D) (K) und u¢, — v in B,y

<U’ ¢> = nh_golo<u¢”’ ?/1> = 7L11—>I£lo<u’ ¢¢n> - U(O) =0

gilt (fiir jedes ¢ € D), was v = 0 impliziert. Da D (K) ein (nuklearer)- Fréchetraum
([BMT] 3.6.(2)) und B, ein Banachraum ist, ist die Abbildung nach dem ,Satz vom abge-
schlossenen Graphen® stetig. Es existieren daher ¢' = C,, > 0 und A > 0, so daf fiir jedes
¢ € Dy (K)

Ipullpr < Cligllx
gilt. Fiir jedes f € S, ¢ € D,)(K) und A > 0 gilt:

[fBllx = A1 exp(re)-

Da nach 2.7 f € B, jx fiir jedes k € K, gilt, erhilt man fiir k := e®“ aus 2.9 mit einem K > 0

< Clliflewow 19l = ClLF 0]l k-
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Wihle ¢ € D, (K) mit ¢ = 1 auf einer Umgebung von supp v. Dann ist die Abbildung
So = Byt f = fou = fu
nach dem oben Gezeigten stetig, und es gilt:
[ fullpe = [[foullpr < Culldfllx < Cull flIx 1011k

Sei nun ¢, wie in 1.5.5. Nach 1.6.2 und 1.6.4 ist QASE € S,,. Daher gilt auch gbﬁx € S,. Aus der
Konstruktion der ¢, folgt daher fiir jedes z € R™:

62 % aullys = (2m)N]|(d % 6 x )R],
= 2m)"|be x a(. — @)kl — m)Y[a(. — 2)kl|z,-
Analog zeigt man:
62 % 0alln — (2m) Ve .
Damit folgt die Behauptung.

»(1) :<=% Sei u € By} mit der geforderten Abschétzung gegeben. Fiir jedes ¢ € Dy, gilt dann:
ullps = [1(6* @)klz, = | /IRN S(t)i(z — t) dt k(x)||1,

< [ Nd@ite = (@)1, dt < [ 19100 dt = 6]y < .
R R

»(2):“ Aus (My) folgt ( mit K = 1!):
la(z = k)|, = a@)k(@ — 1)L,

(Mz2) )
< Ma@kES ()" L, .

= )\||u||p,ke”("”) =: O, ,efw@)

Sarz 2.11. Seiw € M’ sowie ki, ky € K,, beliebig. Wenn uy € By, und uy € Boo, i5t, dann
qgilt:

Uy * Uy € Bpkyky Und [[ug * Unlppyry < [Jua|lp ey [[12]look,-
w,c

Analog gilt die Aussage auch fir u; € Byr, und uz € B}, -

BEWEIS.

ur * uallppky = [[Ukitioksa|l, < [|Uikillp [[G2kelloo = [l llpe, [|U2llooks

Die Aussage des letzten Satzes ist in gewisser Weise ,,scharf“, d.h. im Allgemeinen kénnen die
Voraussetzungen nicht abgeschwécht werden:

BEMERKUNG 2.12. Sei w € M/, k1, ks € K, sowie u € 5(’w). Dann gilt:

[t% Booky € Booguuks < 1t € BLY, -
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BEWEIS. ,,<*“: folgt direkt aus Satz 2.11.

»,=“: Angenommen:
1 E Bk
dann existiert eine Folge (2, )pen in IRY mit
ik | (2n) > n°. (2-2)
Sei n € IN beliebig. Da ks stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit
Vo € Bs(xy) : |ka(x) — ko(z,)| < min(1, ko(z,,)).
Wegen |kk22(fn))| < 2@ Zhalon)| ZQ(x”) gilt:

- k2 (zn) 2(xn)
k()
Vr € Bs : < 2. 2-3
T € Ds Fo () = (2-3)
Wiéhle ¢ € D.y(Bs) mit 0 < ¢ < 1 und p(x,) = 1. Setze
(2m)"o 23
= ' C B
Up, () €S, C Book
Dann gelten:
N P 1
n\Tn) = n) = ) 2-4
() = (@) = (2-4)
k(x) (23)
(10)(@) < Xy < 2 25)

Wegen (2-5) ist

wohldefiniert, und fiir alle m € IN gilt:
ien) = X i) >
nelN
Aus (2-2) folgt dann
ik | () = |tk ha) (20) >
und damit
% U & Boo ki ks -

SATZ 2.13. Seiw e M, ke K,, 1 <p < oo undp € 1R mit % —1—5 = 1. Fiir jedes L € B,
existiert dann ein v € Bp/% mat

VueS, : L(u) =o(u)
und

Il , = lolls, -

By
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BEWEIS. Sei L € By, beliebig gegeben. Definiere

¢ Lpp — f'_’L<JE)
Da L stetig ist, existiert ein C' > 0 mit
Vu € Bpp + |L(u)| < Cllullpr = Cllak]L,.
Deswegen gilt: )
[o(f) = [L(H)] < Cll k],
d.h. ¢ € L}, ;. Daraus folgt nun, dafl ein v € Lp/’% mit
Vi€ Lyy + ¢(f) =0(f)

existiert. Definiere v := (27)"" 9. Damit gilt dann

A ~

L{w) = (2m) " L(w) = (27) Vo (i) = 6(d) = d(u).
Andererseits definiert jedes v € B,

1 eine stetige Linearform auf B, ;, da
@) = [o@)] < [2llz,, , i, , = Cluly.

wegen der L,-L,-Dualitét gilt.

3. Die Riéume B;’,igc
Hier werden die zu B, gehorigen ,lokalen Rdume* untersucht. Problematisch, im Gegensatz
zu dem , klassischen Fall* von Hormander oder Bjorck, sind die k& € K, die nicht (M3) erfiillen,
da, wie in 3.13 gezeigt wird, die Rdume B, im allgemeinen dann nicht semi-lokal sind (d.h.
D(w) Bpi € Bp,k)- Aus diesem Grunde ist auch unbekannt, ob die lokalen Rédume Fréchet-Réume
sind und ob der ,Satz vom abgeschlossenen Graphen“ gilt.

DEFINITION 3.1. Firw e M’, k€ K, und 1 < p < oo definiere
By () = {u € D,)(Q) | Vo € D) () : up € B}

.k
mit der Topologie, die durch das Halbnormensystem

(u = H(pqu,k)cpeD(w)(Q)

gegeben wird.

LEMMA 3.2. Sei w € M, k € K, sowie Q C IR" offen beliebig gegeben. Dann ist die Inklusi-
onsabbildung

By () = Dl (@)

D,k

w,loc

stetig. Ferner ist B} folgenvollstdndig.

BEWEIS. Seien u € B;’,lfc(Q) und ¢ € D, beliebig. Wéhle ¢ € D(,,)(£2) mit ¢ = 1 auf einer

Umgebung von supp ¢. Dann gilt fiir p’ mit % + i =1

[u(@)] = (. )| = (Yu, )| = |(2m) ™ (D, ) __
= @m) | [ Guddel < n) Y [ [Gukdlde < @m) N ol 9l
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Wegen D,y C By ist damit die erste Behauptung gezeigt.

»,k
(PUn)nen eine Cauchy-Folge in B, . Da die Riume B, vollstindig sind, gibt es u(®) €

mit

Sei (un)nenw eine Cauchy-Folge in B¢, Nach Definition 3.1 ist dann fiir jedes ¢ € D) (2)
Bpk

)

ou, — u'® in Bpk-
Aufgrund des oben Gezeigten ist (u,)nen auch in Dy, eine Cauchy-Folge. Daher gibt es ein
u € Dzw)(Q) mit

U, — U in Dzw)(Q).
Da die Multiplikation in Dzw) stetig ist, gilt daher fiir jedes ¢ € D(.(Q2)

Pu, — ¢u in D).

Weil alle auftretenden (Ultra-)Distributionen kompakte Triger haben, folgt aus der Injekti-
vitdt der Fouriertransformation ¢u = u(®) € Bp.x- Damit ist die Folgenvollsténdigkeit ebenfalls

gezeigt.
SATZ 3.3. Seien w € M’ und k € K, beliebig. Dann sind die folgenden Inklusionen stetig:
Ew(Q) € By (Q) € D,y ().

Wenn w, k (May) erfiillen ist der Raum BZ”,?C(Q) ein Fréchetraum.

BEWEIS. Die Stetigkeit der Inklusionen folgt direkt aus Satz 2.7 und Satz 1.3.9

Gelte nun (My). Fir K, /7 Q, wihle ¢, € D(y(Q) mit ¢, = 1 auf K,. Dann sind die
Halbnormensysteme

(u = llpullpr)eenc, @ und (w = [[onullpi)nen

dquivalent. Denn sei ¢ € D(,,)(£2) beliebig gegeben, so gibt es ein n € IN mit suppy C K,.
Deswegen gilt dann

U = PpPU.
Daraus folgt mit Satz 2.9:

lpullpn = llenpullpr < el lenullpe

w,loc

iy nach Lemma

da man K, = 1 wéhlen kann. (Die umgekehrte Abschéitzung ist trivial). Da B

3.2 folgenvollstéindig ist, ist B;’,ioc ein Fréchetraum.

Fiir jedes w, k mit (My) gilt zusétzlich noch
By € BoY*
(mit Satz 2.9).

Analog zu Satz 2.5 gilt:
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SATZ 3.4. Seiw, € M' (r=1,2) mit wy < wy und k € K, N Ky, so, daf§ jeweils (Mz) gilt.
Sei

i . 'DI(WQ) — 'Dl(wl)
die kanonische Inklusion. Die Finschrdinkung von i auf Bw2 lOC(Q) ist ein Isomorphismus auf

Bw1 loc<Q) )

D,k

BEwEIS. Da B}, und B} isometrisch isomorph sind (Satz 2.5) und
D(wl)(Q) - D(LUZ)(Q) (3'1)

gilt (Lemma 1.5.6), ist ¢ offensichtlich eine lineare und injektive Abbildung von B%3'*(Q2) nach
B22/°°(€). Da nach (3-1) jede Halbnorm u — |jug||,; auf B,k ee(Q) (mit ¢ € D(.,)(£2)) eine

D,k
stetige Halbnorm auf B;% 2loc()) ist, folgt, daB die Einschriinkung von 4 stetig ist.

Nach dem ,,Satz von der offenen Abbildung® ist nur noch die Surjektivitéit zu zeigen. Sei dazu
u € B, e, K, /7 Qund ¢, € D(,yy mit ¢, = 1 auf K, gegeben.

Fixiere ein beliebiges n € IN. Fiir jedes ¢ € D(,)(K,) gilt dann pu = pi,u. Aus Satz 2.9 folgt
(da man Ky = 1 wihlen kann)

leull$ < lellua, [[ntlp.
Weil nach Definition 1.1 und (Mg) M1 < 2 gilt, folgt fiir jedes ¢ € Dy,)(Ko,):
leulpi) < Co Dol (3-2)
:”wnqu,k

Aufgrund der Dichtheit von D) in D, (Lemma 1.5.6), kann v auf Dy, so fortgesetzt werden,
da8 (3-2) fiir Dy, (K,) gilt. Da das so erhaltene u in By 219¢(Q)) liegt, ist die Surjektivitit
gezeigt.

Analog zu Definition 2.6 verfahrt man auch hier:

DEFINITION 3.5. Seiw € M', k € K, so, daf§ (Mz) gilt. Fiziere 1 < p < co. Fiir alle © € M’

s0, daf$ (Mg) fiir (0, k) gilt, identifiziert man die zugehirigen By ZOC(Q). Das Ergebnis nennt
man

B (9).

Bf;’z(Q) 1st mit der natiirlichen Topologie ausgestattet.

In diesem Fall gilt dann sogar:
By () € B, C Bk
mit stetigen Inklusionen, falls auf B, ;(€2) die Spurtopologie von B, ), gewihlt wird.
Fiir jedes w € M’ und k € K, gilt:
Diy(Q) € Ewy(Q) € Bpi ().
Fiir Q = R" gilt dann natiirlich auch S, € B loc(QQ).
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SATZ 3.6. Seien U, W < RY beschrinkt und offen mit U — W C Q, w € M, k, € K,
(r=1,2). Firu; € B (W) und us € B2 () gilt:

00,k

Uy * Uy € BZé?ZQ(U)

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, daf fiir jedes ¢ € D (U)
Sp(ul * u2) € Bpkike
gilt. Sei dazu ¢ € D,)(U) beliebig gegeben. Definiere
K =K, :={r € R" | 2 + suppu, Nsupp p # 0}.

Offensichtlich ist K beschriankt und abgeschlossen, d.h. kompakt. Nach Voraussetzung gilt
K C ), daaus x € K die Existenz von y € suppu; C W mit

r+yelU=xeclU—-ycU-WcC)
folgt. Wahle ein ¢ € Dy,)(2) mit ¢)|x = 1. Dann gilt:

U * Uy — uy * (Yug) = ug * (ug — Yuy).
Deswegen ist:

supp(uz — up * (Yuz)) € suppuy + U\ K
Daraus folgt mit der Definition von K:
supp(us — uy * (Yuz)) Nsupp p = 0.
Damit gilt:
pur * uz) = p(ur * Yua).

Definitionsgema8 gilt Yuy € B2, und daher D,y Yus C Boog,. Deswegen folgt aus Bemerkung

2.10.(1):

00 kz
(. = ) k||, < CeP2@),
Analog gilt fiir uy: [|d1(. — 2)ki]|z, < CeM“®. Damit gilt dann:
A A Al+A2)w
(@1a) (2 — 1) (kiks) (@) 1,0 < CePrHA20

und daher
lp(ur * w2)|lp ik = ||¢*(ﬂ1ﬁ2)k1k‘2||L
=11 [, @) @nia) (@ = t) dt(ki k) (@),
< [, 1¢ |<>||<u1u2><x—t><k1k2><x>|up,mdt
<O [ IR P90 dt = Cllillyan, < o0.

Da ¢ € D(U) beliebig war, folgt damit die Behauptung.

SeiweM’,leRNoffen. Firn € IN sei k, € £, und 1 < p,, < 00. Setze
F:=F(Q):= () Byt ()

nelN
mit der Topologie, die durch das Halbnormensystem

(u = H Spqun,kn )HEIN,QOG'D(W) ()
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gegeben wird. Analog definiere fiir k, := Pk, den Raum Fp(f).

Der folgende Satz ist der Grund dafiir, daf es nicht ausreicht nur Funktionen k € /C,, mit (Ma)
zu betrachten:

SATZ 3.7. Gilt fir (kn)new, (Pn)nen, w, F und Q wie oben mit (K, ;) neny hierzu gemdfl (M)
gewdhlt, die folgende Bedingung: ’
Yne INIm e N : p, = py und k,, > kX" und (My) gilt fiir jedes k, (F)

so ist F' ein Fréchetraum. Gilt k, = €™, so ist (F) fir F und Fp immer erfillt und F ist
isomorph zu £,y (). Wenn fiir (k,, w) (Mg) gilt (r € IN), so folgt (F) trivialerweise.

BEWEIS. Um die Metrisierbarkeit zu zeigen, wéhle eine kompakte Ausschopfung K, von )
sowie @, € Di,)(2) mit ¢, |k, = 1. Fiir ¢ € Dy,)(2) und n € IN existiert dann ein m € IN mit

Y = oy, in ™ < k,, und p,, = py,. Fiir jedes u € F gilt dann:

Satz 2.9
[bull,, k, = loemull,, . < Collomull k0o < Cllom

Damit ist die Metrisierbarkeit gezeigt.

Pmskm < 0.

F ist vollstandig, da die Konvergenz in F' dquivalent zur Konvergenz in jeder Stufe des projek-
tiven Limes ist.

Fiir w € M’ k, = €™ ist (F) offensichtlich erfiillt. Wegen P(z) < C(1+|z|)deP < CebdesPel@)
(mit (7)) gilt (F) offensichtlich auch fiir Fp.

Sei v € F(€2) beliebig, wihle mit (7') ein v > 0 so, dal e € Ly, gilt. Sei u € F, ¢ € D(,)(2)
und A > 0 beliebig gegeben. Dann existiert ein n € IN mit n > X, d.h. e’ < k,. Zu diesem n
wéhle ein m € IN mit m —n > . Dann gilt:

lpully = llpullr < HSOUHl ko = ([ PUKn]| L,
Holder

", leullp e,

< leukmll, H HL/ = ||e!
< e, ||SOUHp,km < 0.

Da A und ¢ beliebig waren, folgt u € &,(£2). Da &,(Q2) C B;’,ioc fiir jedes k € K, gilt, ist der

Satz bewiesen.

SATZ 3.8. Seiw € M'. Fiir alle 1 < p < o0 gz’lt'

U Bw loc D,(w)F<Q)
ke,

BEWEIS. Sei u € B, ¢ und ¢ € D(.(2) beliebig. Nach Definition 3.1 ist dann pu € B, ;. Wie
im Beweis von Satz 2.2 wird die EXlstenz von A = X\, > 0 (welches nur von k abhéngt) mit

= —Aw
/]RN |pule™* dx < 0o
gezeigt. Damit folgt dann fiir jedes 1) € D, (€):
pu()] = |{pu, )] = (27) (P, ¥) < Cuplle™| .-
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Sei K fixiert. Wird nun ein ¢ € D(y(2) mit p|x = 1 gewihlt, so gilt fiir jedes ¥ € D,)(K):

()] = lupu()] < Collll}”.
Daraus folgt dann v € D'(,)p(2), da es nach Korollar 1.3.5 ein A und ein C' > 0 gibt so, daf§
lheX L. < Clllla gilt.

Sei umgekehrt u € D' (,)p(2) beliebig gegeben. Dann existiert ein A > 0 so, daf fiir jedes K Q
ein C' = Ck > 0 existiert, mit

WV € Dy (K) = [u(@)] < Oy (3-3)
Sei ¢ € Dy, (K) beliebig. Dann ist pu € &, (K) und es gilt:

Fula) = (pu)y () = uy e,

Wegen pe=#v) = p(x + y) folgt aus (3-3) und (')

|Pu(x)| < Cllp(z +9)lhy < Cxllollxae’™ .

Mit 7 aus (') folgt dann (k := e~ (FEN)
lpullps = llpukllz, < Cxlle™ |z, < oo

Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung.

In dem Beweis wurde sogar D’ (,)r(£2) = Nx<o Bp,expiw) W, loc(§2) gezeigt.

LEMMA 3.9. Sei F' mit (F) wie in Satz 3.7. Dann gilt fiir jedes u € F' N Elwy und ue = u* ¢
mit ¢c wie in Satz [.5.5:

u. — u in F, fiire — 0.

BEWEIS. Da v und u. kompakte Tréger haben, sind v und u. € B,,, fiir jedes n € IN.
Offensichtlich reicht es, die Behauptung fiir jedes n zu zeigen. Fixiere daher ein beliebiges
n € IN, setze k := k, und p := p,.

Wegen ||u — uc||pr = [|a(l — $€)k||Lp < 2l|ak| z, = 2||ullpr < oo und 4. — @ punktweise, folgt
mit dem Satz von Lebesgue:
U — u In By .

Wihle m € IN gemé8 (F). Dann gilt u € B, 2 CB . Daher folgt aus Satz 2.9:

k n,2
on Pm,Rm

ll(u — ua)”pn,k’n < C(<t>||u - Ua”pm,km — 0

fiir jedes ¢ € Dy,y. Damit ist die Behauptung gezeigt.

SATZ 3.10. Seiw e M, ke K, 1 <p < oo und p' mit % + i =1 so gegeben, daff (My) gilt.
Dann folgt:
Bl () = B ().

k

D,k v,
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w,loc

BEWEIS. ,,C:* Sei p € B}

(€2)". Dann existiert ein ¢ € D(,(€2) sowie ein C' > 0 mit:

Vf € B+ () < Cllgfllpe-
Deswegen gilt dann :
supp &  supp ¢
und damit p € &(,)(§2). Wegen

w,loc / y  Satz 2.13
peEB () CB, = By 1

folgt dann p € B;’j
%

,2:“ Sei € B beliebig gegeben. Wihle ¢ € D(,(€2) mit ¢ = 1 auf einer Umgebung von
'k

w,loc

ok gilt dann:

()] = lep()] = lop(f) = ulef)] < Cllefllpn
da B;J,”C% CBy1= B, und ¢f € B, nach Definition gelten.

supp 4. Fiir f € B

SATZ 3.11. Seien U,W C IRY beschrinkt und offen mit U —W C Q. Ferner seien u € Elny(W)
und ¢ € (). Dann gilt:
(TENORS S(w)(U).

BEWEIS. Mit Satz 3.6 und Satz 3.7.

Zum Abschluf dieses Kapitels wird noch gezeigt, dafl einige der obigen Aussagen fiir beliebige
(nicht subadditive) Gewichtsfunktionen im allgemeinen falsch sind:

LEMMA 3.12. Seien F, F, G lokalkonvexe Rédume, E' und F' metrisierbar und E tonneliert.
Dann ist jede getrennt stetige bilineare Abbildung B : E X FF — G : (z,y) — B(x,y) stetig.

Speziell ist daher fiir jeden Fréchetraum E (F, G wie oben) jede getrennt steige bilineare
Abbildung stetig.

BEWEIS. Da F und F' metrisierbar sind, gibt es jeweils abzéhlbare Fundamentalsysteme von
Nullumgebungen (U, )nen in E und (V},)pen in F.

Angenommen B ist nicht stetig, dann gibt es eine abgeschlossene, absolutkonvexe Nullumge-
bung W so, daB es fiir jedes n € IN Vektoren x,, € U,, y, € V,, mit B(z,,y,) ¢ W gilt. Weil
Yn €V, fir jedes n € IN gilt, folgt y,, — 0 in F. Da fiir jedes € E die Abbildung B(z, .) stetig

ist, folgt fiir jedes z € F, dafl (B (z, yn)) N eine in G beschriankte Nullfolge ist.

Aus der tonneliertheit von E folgt mit Satz 23.27 [MV] die Existenz einer Nullumgebung U in
E mit B(U,y,) C W fiir jedes n € IN. Da z, — 0 in E gilt, folgt z,, € U fiir n > N und daher

B(zy,y,) € W fiir n > N

Da nach Satz 23.23 [MV] jeder Fréchetraum tonneliert ist, ist der Satz vollstéindig bewiesen.
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SATZ 3.13. Es gibt eine Gewichtsfunktion w € M’ sowie k € Ky, 1 < p < 00 so, daf§ (M)
und

(1) Bps € Boy*
(2) D) (K)Bpi € Bpi
(3) Sw Bp,k’ Z Bp,k;

qgilt.
Offensichtlich gilt (1) <= (2) = (3). Daher reicht es (2) zu zeigen:

BEWEIS. Sei @ die von Franken [F| in Satz 7.3 konstruierte Gewichtsfunktion, w sei die mit
Satz 1.2.4 regularisierte Gewichtsfunktion. Dann ist w gleichméfig stetig, da w’ beschrinkt ist,
w(0) = 0 und jede subadditive Funktion o > w hat nicht (/).

»(2)“: Angenommen (2) gilt nicht. Dann ist die Abbildung
B: D(w)(K) X Bp,k - Bp,k : (¢7 u) = QZ5U

wohldefiniert und nach dem ,Satz vom abgeschlossenen Graphen® getrennt stetig. Da D, (K)
fiir jedes Kompaktum K ein Fréchetraum ist, ist B als bilineare Abbildung stetig (Lemma
3.12). Daher gibt es C, A > 0 so, daB fiir jedes ¢ € D, (K) und jedes u € B,y

lpullpr < Cllullpkllella

gilt. Da S, € By (Satz 2.7) gilt, gilt fiir jedes g € S, und jedes ¢ € Dy (K): [[gpllpr <
Cllgllpx llella- Fir g :== ¢ x0_, € S, folgt dann, wie im Beweis von 2.10.(1), fiir jedes ¢ €
Dy (K) und jedes z € R":

16 = )k, < CRP ()]l

Fiir p =1 und k = e* folgt dann:
~ w(t—z)—w(z) _
/gl dt < Clle|lx. (3-4)

Definiere o(t) := sup,epy w(z—t)—w(z) < c‘|$—t|—|x|‘ < c|t| < comit ¢ := sup,ep W' (t) < 0.
Offensichtlich gilt o(t) > w(t) = w(0 —t) — w(0) und
o(s+t) = sup w(s+t—z)—w(z)
z€RN
= sup w(s+t—z)—wlx—1t)+twlx—t)—w(x) <oa(s)+o(t).
zeRN

Nach Voraussetzung hat o daher nicht (3). Da w jedoch () hat, folgt o/w — oc.

Weil w gleichmifig stetig ist, gibt es ein Kompaktum K C By so, daB fiir jedes z, t € RY sowie
te K

w(t—i—t—x)zw(t—:c)—;

gilt.



3. DIE RAUME B2} 43

Sei 0 # ¥ € D,y (K) beliebig fixiert. Dann gibt es ein Kompaktum @ sowie ¢ > 0 so, da8
|121|(x)~2 e fiir jedes x € @ gilt. Fixiere z 652 beliebig. O.B.d.A. sei K + x5 C Q, anderenfalls

wird K verkleinert.

Sei t; € RY beliebig. Dann existiert ein 21 € RY mit o(ty) — 3 < w(21 — o) — w(x1). Daher
gilt fiir t € K + to:
1
w(ry —t) —w(xy) > w(to — 1) —w(xy) — 5 > o(ty) — 1. (3-5)

Setze ¢(x) = 1(x)e'fo=20® € D, (K). Dann gilt:

O(t) = G(t + to — o) (3-6)
und mit (a):
Dy < oMK Kw(to—z0) « AE+K?) AK?w(z0) K2 w(to) _ AK2w(to)
[llx < e [|@llxre <e e |9l xre Ce

9

(3-7)
wobei C' von t, unabhéingig ist. FaBt man (3-4) - (3-7) zusammen, so gilt:

2 w < wlz—t)—w(x ~ w )l
C) > [ 50t = [ 1]+ ap)etre
= / |0|(t + 20 )etHto=20)=w(@) gt > 1 (K )ee” )1
K

da o/w — oo gilt.
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KAPITEL 3

Existenz und Approximation von Losungen von
Differentialgleichungen

Nachdem, wie im klassischen Fall, die Losbarkeit von P(D)wu = f mit supp f kompakt mittels
Fundamentallosungen untersucht worden ist, wird damit die Approximation von Nullésungen
durch Exponentiallésungen und durch Nullésungen mit gréfferem Trager untersucht. Diese Er-
gebnisse werden dann benutzt, um die Losbarkeit von P(D)u = f, f € £,(€) zu charakteri-
sieren. (Die Gleichung ist genau dann immer l16sbar, wenn © P-konvex ist.)

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird noch, mit Hilfe der P-Konvexitét fiir sing,, supp, die
Surjektivitit von P(D) : D, — Dj,, untersucht.

1. P(D)u=f mit f €&,

Wenn die rechte Seite einen kompakten Triger hat, kann immer mit Hilfe einer Fundamen-
tallosung eine Losung gefunden werden. Mit Hilfe der Rdume B;’,ioc wird eine Aussage iiber die
Giite der Fundamentallosung formuliert. Da in dieser Arbeit Fundamentallésungen immer als
aus D' vorausgesetzt werden, kann deren Existenz aus den Biichern von Hérmander ([H1] oder
[H2]) iibernommen werden.

DEFINITION 1.1. FEine Distribution E € D'(2) = D' (10g1+/2|)) heifit Fundamentallosung fiir
den Differentialoperator P(D), wenn

P(D)E =9
gilt.
SATZ 1.2. Zu jedem Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten existiert eine Funda-

.. log,loc __ loc
mentallosung E € Bop =Bos

Bewers. Siehe [H1] Theorem 3.1.1. oder [H2] Theorem 10.2.1. .

Die Fundamentallosung aus Satz 1.2 ist in gewissem Sinne optimal, da aus E € B;’:,ioc (E

Fundamentallosung) schon B‘:Ol‘l’f C BYy. folgt. Denn ist ¢ € Dy, beliebig, so gilt fiir ¢ P(D) d:
16 P(D)al, 3 = 1PI5]ls, < 18], < oo
Daher ist P(D)d € B;’gc. Wegen P(D)u = P(D) ¢ * u folgt daher aus Satz 11.3.6:
§ = P(D)E € B,

pvf
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t. Aus 6 = 1 folgt damit:

P

k <k
150, = 135,

Fiir u € B, p gilt wegen Pt € Ly kit =

Wegen supp § = {0}, gilt sogar 0 € B,

= o w)l N
Pi € L,, d.h. u € B, und damit BZO}C C B

’Ux‘e‘v

Sei nun E eine Fundamentallésung von P

—~

D) sowie w € M'. Dann gilt:
Vfe&l, PD)Exf) =] (1-1)
Yu € Eéw) Ex(P(D)u)=wu (1-2)
SATZ 1.3. Seiw € M', k € K, sowie 1 < p < oco. Ferner sei B € Bi‘;‘fp eine Fundamen-
tallosung zu P(D) sowie f € B;”,lfcﬂg(’w). Die Lisung von
PD)u=f (1-3)
wird dann durch
u=FExf (1-4)
gegeben. Es qilt: u € B;‘?zﬁ,.

BEWEIS. Der erste Teil folgt aus (1-1), der zweite aus Satz 11.3.6, da P(D)u = (P(D)J) xu
und P(D) 6 € B‘:C’)l‘f gilt.

1
’P

Da ng) C D' (. gilt, kann man nach Satz I1.3.8 die Gleichung
P(D)u=f
fiir jedes f € Séw) l6sen.

2. Approximation von Losungen von homogenen Differentialoperatoren

Nachdem Exponentiallosungen eingefiihrt sind, wird untersucht wann die Gleichung P(D)u =
f, f € Séw) eine Losung u mit kompaktem Triger hat. Mit den dazu notwendigen Lemmata
wird dann gezeigt, dafl die Exponentiallosungen dicht in der Menge aller Nullésungen in F' :=
projnﬁooB;’:’Zi sind. Zum Abschlufl wird dann noch ein weiterer Approximationsatz, der im
néchsten Abschnitt benotigt wird, gezeigt. Hier geht es dann um Approximation durch , globale*
Nullésungen.

DEFINITION 2.1. Eine Léisung u von P(D)u = 0 heifit Exponentiallosung, wenn es z € ~
sowie f € [z] gibt mit:
u(z) = fx)e! ™.
Setze
Ep :={u € Dy, | u ist eine Exponentiallisung von P(D)}

Da jede Exponentiallosung reell-analytisch ist, folgt mit der Bemerkung nach Satz 1.3.9:
KOROLLAR 2.2. Flir jedes w € M’ gilt Ep C £(..



2. APPROXIMATION VON NULLOSUNGEN 47

Fiir den Rest dieses Kapitels seien w € M" und P € [2] fixiert. Setze:
F = ﬂ Bw loc

und
Fp = FP m Bp]loc
mit k; € K,,1 < p; < oo so, dafl (F) aus Satz II.3.7 fir ' unf Fp gilt. Dann sind F und Fp

mit den Topologien aus Satz 11.3.7 Frechétraume.

LEMMA 2.3. Sei w € M’ beliebig. Fiir v € £, (RY) und u € &) (RN x R) gilt dann:
0 0
va(u(%t)) = Ux(au(xj))-

BEWEIS. Fiir ¢ € D, mit ¢ = 1 auf einer Umgebung von suppwv gilt fiir jedes ¢ € IR:
v (Y(2)u(z,t)) = v,(u(z,t)). Daher kann man 0.B.d.A. annehmen, da es ein X IR" gibt,
mit u(x,t) =0 fir alle x ¢ K. Zeige:
t v, (u(z,t)) € CH(R).
Fixiere dazu ein beliebiges ¢t € IR. Da g—;u(x, t) € Ewy(RY x R) gilt, ist fiir jedes m € IN
2

DK x[—1+t,1+1), (8t2 u(z,t)) = Cp < 00,

wobel pg,, wie in Definition 1.3.8 ist. Da suppu(z,t) C K fiir jedes ¢ gilt, ist die Menge
{u(x,s) | s € [-1+t,1+t]} nach Korollar 1.3.5 in D,)(K’) beschrankt.

Da &) C C™ gilt, folgt aus dem Satz von Taylor fiir |h| < 1:

0 2 9?
u(z,t + h) = u(x, L‘)—i—ha u(z, t)—{—?@u(m s)
mit einem s € [—1 +¢,1 4 ¢]. Daher gilt:
v (u(z,t)) — ve(ulz, t + h) a9 h 0
. = vx(atu(a: 1) + UI(@tQ u(z, s)).

Da {vx(g—;u(x, s)) | s € t + [—1, 1]} beschrinkt ist, folgt die Behauptung fiir A — 0.
LEMMA 2.4. Seiv € &,y mit v(Ep) = {0}. Dann gilt

A

%EA(N).

BEWEIS. P, bezeichne den Hauptteil von P d.h. fiir P(z) = X j4<m Gar® gilt

)= Y a.z”

laf=m

Jedes ¥ # 0 mit P, (0) # 0 erfillt dann

vee NV ;P(w + &) #0, (2-1)
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da
8
5 P(td+¢) = 5 Pty + &)+ R(tY +€)
deg,=m—1 deg, <m—2
gilt.
Zeige als néchstes:
o(t +§)
VE ¢t —2"c A 2-2
€0 By A0 (2:2)

Sei dazu ¢ beliebig und t, eine I-fache Nullstelle von P(td + £). Wegen
Dge—i@,tl‘)-&-f) — Dge<x,i(—tﬁ—£)> _ Z\a|(_2)\a|(_t19 . g)ae—i@,tﬂ—kf)
erhélt man:
P(D) e—z(m t9+¢€) (t?? + é‘) —i(x t19+§>
tjj |4, liefert:

(=i P(D){z, g)ie o0

Anwenden von g—

J . j
— aatj|t0 P(D) 6774<2?,t19+5> aat ’ (t19+€) *l$t19+£>
oF o=k
- Z (k)atk“o (0 +8) 5 Ito e — 0 falls j < 1.
k=0

Insgesamt gilt damit:
Vj < 1:P(D) (z,0) e “@t?+0) — g

=cFEp

und somit
Vi <1:0=v,((x,9) e @i+
Wegen Satz 1.6.9 gilt
B(tgl) + €) = vy (e ) =
Da 2v,(u(z,t)) = v,(Zu(z,t)) gilt (mit Lemma 2.3); dies impliziert
0(t9 + £) hat eine mindestens [-fache Nullstelle bei ¢,
und damit auch (2-2). Daher gibt es fiir jedes £ € * eine ganze Funktion he € A() mit
he(t) = £(td + €), falls P(t9 + £) # 0 gilt.
Definiere nun F'(§) := he(0) und zeige, dafl ' holomorph ist. Sei dazu &, beliebig gegeben. Da
P(t9 + &) (als Polynom in ¢) nur endlich viele Nullstellen (m) hat, gibt es ein r > 0 so, da8
V|t| =7 : P(t0 + &) # 0
gilt. Definiere:
Np = {z| P(2) = 0}.
Da Njp abgeschlossen ist, existiert eine offene Umgebung U von £, mit:

VEc Ut =r: Pty +&) #0.
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Damit gilt dann fiir £ € U:
1 he(t 1 0 dt
PO = g [, = g [ 5000
und
0 F(€) = 1/ a(fj)dt:o
2mi Jjj=r 06; \P(t0 +&)) t

3
da %(tﬂ + &) auf U in £ holomorph ist. Daraus folgt die Holomorphie von F'.
LEMMA 2.5. Sei F' € A(Y), p(z) € [z], degp < m. Fiir jede Funktion ¢ € L§ mit 0 < ¢
und (21, .. ,2,) = U(|21], ..., |2a|) gilt dann:
FOPO) [, 120()d= < Conjo |, PPl . (23)

BEWEIS. siehe [H1] Lemma 3.1.4
LEMMA 2.6. Wenn v € &) mit % € A("N) ist, so existiert ein u € &(y(chsupp v) mit

0 .
=% (D)p=v
. Nach Lemma 2.4 ist F holomorph. Aus Lemma 2.5 mit F := F(. + z)

BEWEIS. Setze F := %

P=P(+2) und ¢: XpN folgt dann:

’Ial/BN |F(z+ 2)P(x + 2)|dx

FPO|E) [ foldo < Cn
Bl
= CM/BN [0|(x + 2) dx < C\a|m2N(BlN) SUI])V |0|(x + 2),
! z€B,
d.h. es gilt:
|F(2)P(2)] < Cl sup |0](z + 2).

z€B,
Wiéhle nun o mit P = ¢; dann gilt:
F(z)| < C sup |i](x+2). (2-4)
mEBlN
Nach Satz 1.6.12 existiert ein A > 0 so, daBl es zu jedem € > 0 ein C' > 0 mit (H := Hgyppo)
|@|(CL’ + Z) < CeH(Im(a:—i—z))—l—a\Imx+z\+>\w(Re(m+z))

gibt. Fixiere nun ein beliebiges ¢ > 0. Da x € B; gilt und H subadditiv ist, kann weiter

abgeschétzt werden:
10](z + 2) < Celfme)telmzl+ KAw(Rez)

d.h.
|F(Z)| < sup |@|(:p+z)| < CeH(Imz)+a|Imz\-i—K)\w(Rez)'

xEBlN
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Da ¢ > 0 beliebig war folgt mit 1.6.12, dafl ein u € Séw) existiert mit

e

suppp C chsuppv und jg=F = —.

e

Damit gilt dann

— Pi=10 <= (P(D)§)*u=P(D)u=n0.

=
I
N3 =

SATZ 2.7. Fiir jede konveze offene Menge Q C RY st die lineare Hiille [Ep] der Exponenti-
allosungen dicht in der Menge aller Losungen von P(D)u =0 in F(Q).

BEWEIS. Sei L € F'(2) mit L(Ep) = {0}. Aus den Sétzen 11.3.3 und IL.3.7 folgt Llg_ (q) =:
v € &) (). Nach den Lemmata 2.4 und 2.6 gibt es ein pu € &(£2) mit P(D)(u) = v. Fiir
jedes u € £y (2) mit P(D)u = 0 in einer Umgebung von supp p gilt:

L(u) = v(u) = P(D) pu(w) = u(P(D) u) = (0) = 0.
Sei u € F(Q2) N &, () mit P(D)u =0 in einer Umgebung von supp p. Dann gilt
u: == u* ¢, € Dyund P(D)u. = P(D)u* ¢, =0
in einer Umgebung von supp p. Fiir hinreichend kleines € gilt dann L(u.) = 0. Da L stetig ist
und u. — 0 in F(Q2) (Satz 11.3.9), folgt damit L(u) = 0.
Sei nun u € F(€2) beliebig. Die Stetigkeit von L impliziert die Existenz von ¢ € Dy,)(2), und
j € IN so, da8B fiir jedes u € F(Q2)
[L(w)| < lloullp, x,
gilt. Setze K := supp ¢. Sei v € F(§2) mit suppv N K =0 (= L(v) = 0) und ¥ € D, () mit
=1 in K Usupp . Dann gilt fiir jedes u € F(Q):
L((1 = +)u) =0
und nach dem oben Gezeigten
L(ypu) =0, falls P(D)u = 0 gilt.
Daraus folgt dann:
Vue F(Q): L(u) =0

und damit die Behauptung mit dem Satz von Hahn-Banach.

SATZ 2.8. Ist f € &, so hat die Gleichung P(D)u = f hat eine Losung u € &,y genau dann,
wenn % e A(N) gilt.

BEWEIS. ,=": Nach Voraussetzung gilt P(D)u = f und damit Pu = f Da 4 nach Satz 1.6.9
holomorph ist, folgt £ =@ € A(N).

,<“: Lemma 2.6 mit P statt P.
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SATZ 2.9. Seien 2y C Qs offen. Setze
N, ={ue F() | P(D)u=0}; i=1,2
und
Ny = {ulg, | u € Na}.
Falls fir jedes u € &,y mit suppu C €2y und supp P(D)u C Q bereits
suppu C
gilt, ist N& dicht in Ny in der von F(Qy) induzierten Topologie.

BeEwEIS. Sei L € F'(€) mit L(Nj) = {0}(d.h. L L NJ). Aus Satz I1.3.3 und Satz I1.3.7 folgt
Llg @) =1 v € &, (). Zeige die Existenz von p € &,,(£21) mit:

P(D)p=wv. (2-5)
Da Ep C Nj ist, folgt fiir jedes u € Ep: v(u) = 0. Daher folgt aus den Lemmata 2.4 und 2.6
die Existenz eines p € &,y mit P(D) pu = v. Wenn

supp 1 C Qo (2-6)

gezeigt ist, folgt daraus (2-5) mit der Satzvoraussetzung.

Fiir eine Fundamentallésung E von P(D) gilt = E xv. Fiir beliebiges ¢ € D, (IRV\ 5) hat
man:

p() = o 9(0) = B x§(0) = v x B x5(0) = o(E 5 ).
Ferner gilt: P(D)(E 1) =1 = 0 in Qy, da E eine Fundamentallosung von P(D) ist. Wegen
E Y € &) kann man
Exilg, € Ny = v(Ex1¢)=0= (2 —6)

folgern. Aus (2-5) erhélt man dann fiir jedes u € & () mit P(D)u = 0 auf einer Umgebung
von supp p:

L(u) = v(u) = P(D) p(u) = pu(P(D) u) = p(0) = 0.

Dann folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 2.7.

3. P(D)u=f mit f € F(Q)

Die wichtigsten Ergebnisse dieses Abschnittes sind die Satze 3.3 und 3.6, die zusammen die
Surjektivitat von P(D) : Fp(2) — F(£2) vollstandig charakterisieren: P(D)u = f hat fiir jedes
f € F(Q) eine Losung u € Fp(S2) genau dann, wenn €2 P-konvex im Sinne von Definition 3.1
ist.

Als Korollar folgt dann direkt die Surjektivitat auf £y,)(2) und D’(,)p(2) fiir P-konvexes (2
(auf D' (,)p nur fiir subadditive Gewichtsfunktionen).

DEFINITION 3.1. Eine offene Menge Q C IRY heifit P-konvex fiir Triger (kurz: P-konvex),
wenn fir jedes K € ein K’ Q existiert so, dafs fir jedes ¢ € C°(2) mit supp P(D) o C K
schon supp ) C K’ gilt.
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Da offensichtlich der IRY fiir jedes P P-konvex und die P-Konvexitiit schnittstabil ist, gibt es
zu jeder Menge €2 eine kleinste P-konvexe Menge €. Aus dem , Theorem of supports® folgt
sofort, dafl jede konvexe offene Menge P-konvex ist.

BEMERKUNG 3.2. Eine offene Menge () ist P-konvex, wenn es zu jedem Kompaktum K (2
ein Kompaktum K’ € gibt so, daf fiir jedes

(1) p € C2(Q)
(2) ¢ € D)(Q)
(3) v € &Ly (Q)

mit supp P(D) ¢ C K bereits supp ¢ C K’ gilt.

BEWEIS. ,,(3) =(1)=(2):" klar, da &) 2 C2° 2 Dy, gilt.

»(2) =(3):“ Sei ¢ € E{w)(Q) mit supp P(D) ¢ C K beliebig gegeben. Dann gibt es ein e, > 0
mit K., = K+ B, Q. Sei K[, € gemaB (2) gewdhlt. Fiir jedes ¢ < & gilt dann
Qe 1= @ * P € D) (KL,) (mit ¢, wie in Satz 1.5.5), weil

€1
supp P(D) p. = supp(P(D) ) * 6. © K +B. C K.,
und daher wegen (2) supp p. € K. gilt. Wihle £, > 0 so, da8
K=K ¥ B, 0
gilt.

Zeige: supp ¢ C K'. Angenommen, es gibt € Q\ K’ und f € D((Bs(x)) mit o(f) > 0. Da
p- — ¢ in D, () gilt (Satz L.5.5), existiert ein e3 > 0 so, daf fiir jedes 0 <& < &3

we(f) >0
gilt. Dies bedeutet z € supp - fiir jedes € < min]_, (g;), aber supp¢. € K/, C K’ und deswegen

r € K'. zur Annahme.

Also gilt suppy C K'.
SATZ 3.3. Falls fiir eine offene Menge ) die Gleichung
P(D)u=f (3-1)
eine Losung u € Dzw)(Q) fiir jedes f € E.)(Q2) hat, gilt:
Q) ist P—konvex.

BEWEIS. Sei K € fixiert. Betrachte die Bilinearform
B:®x (@) = (o) [ efdr,

wobel )
®:={p € D,)(?) | supp P(D) ¢ C K}

mit den Halbnormen )
(o = | P(D) @llx)aso
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ausgestattet ist. Dann ist B in f stetig fiir festes ¢ € ®, da ¢ kompakten Trager hat und P(D)
stetig ist.
Sei f fixiert. Nach Voraussetzung existiert dann ein u € D{,,(§2) mit P(D)u = f. Dann gilt:

Blp.f)= [ ofdr={p.f) = (¢, P(D)u) = (P(D) ¢, ).

Damit ist B als in ¢ stetig fiir festes f nachgewiesen. Da ® und &,y metrisierbar (und &y,
Fréchet) sind, ist B stetig (Lemma I1.3.12), d.h. es gibt A;, Ay, C' > 0,9 € Dy,)(£2) mit

V(. f) € @ x Ew)(Q) = [Blp, /)l < CIP(D) ¢l [9f]l.-

Speziell folgt daraus supp ¢ C supp ¢ und mit K’ := supp ¢ die Behauptung.

SATZ 3.4. Q ist P-konvex genau dann, wenn fir jedes u € &, (Q):
dist(IR™\ Q, supp u) = dist(RV\ Q, supp P(D) u)

qgilt.

BewErs. Fiir Q = RY ist die Bedingung immer erfiillt. Da IR" konvex und P-konvex ist, ist
hier nichts zu zeigen. Im Folgenden sei daher 0.B.d.A. Q@ ¢ RY. ,«<*“: Sei K kompakt in Q. Da
Q offen ist, gilt:

§ := dist(RV\ Q, K) > 0.
Die Menge F := {z | dist(IR"\ Q,2) > 0} ist offenbar abgeschlossen. Sei nun u € &() mit
supp P(D)u C K beliebig. Dann gilt

suppu C FNch(K) =: K’
mit kompaktem K’, da aus dem ,, Theorem of Supports“ folgt
suppu C chsuppu = chsupp P(D)u C ch K.
Fiir z € suppu gilt:

dist(RM\ Q, )> dist(IR™\ €, suppu) = dist(IR™\ , supp P(D) u)
> dist(RM\ Q, K) =0

d.h. x € F.

,=: Da supp P(D)u C supp u und damit immer
dist(IRM\ Q, supp u) < dist(IRV\ Q, supp P(D) u)
immer gilt (Satz 1.5.2), bleibt nur die andere Ungleichung zu zeigen. Sei u € Ey- Setze 6 =

dist(IRV\ Q, supp u) und definiere fiir jedes a € R™ mit |a| < & : u, := wo 7, d.h. u,(f) =
uz(f(x + a)). Dann gibt es fiir jedes Kompaktum K € ein |a| < § mit

supp u, € K
und ein |a| < 0 mit

supp P(D) u,\K # 0. (3-2)
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Denn zu jedem e > 0 existieren € RY\ Q und y € suppu mit |z — y| < § + . Wiihle ¢ so,
daB d¢ + €% < min(dist(RV\ Q, K), §) gilt. Fiir a := (1 — ¢)|z — y| gilt dann
la|=(1—¢)(d+¢e) <d
und mit z :=y + a € supp U,
|z — 2| = |z —y —a| = |z — y| < dist(RV\ Q, K),
d.h. dist(IRM\ Q, supp u,) < dist(IRV\ Q, K) und damit
suppu, € K.

Angenommen es gibt ein K so, daB fiir jedes |a| < § : supp P(D)u, C K gilt. Dann folgt aus
der P-Konvexitédt (und der Bemerkung 3.2) die Existenz eines Kompaktums K’ so, daf§ fiir

jedes |a| < ¢ suppu, C K' gilt.

Aus (3-2) folgt dann:
dist(supp P(D) u, R\ Q) < 6.

In Satz 3.4 kann &/,,(2) auch durch Dy,)(€2) oder C°(Q2) ersetzt werden.

LEMMA 3.5. Sei Q P-konvex, f € F(Q2). Die Topologie von F sei gegeben durch die Halbnor-
men ([|@n * [lpy ki Jnmery Mit sUpp @, " Q und @p40 =1 auf Qpyq 2= SUPP P41

Sei n € IN beliebig, sowie f = 0 in €2,. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein u € Fp(£2) mit
P(D)u - f in Q”H'l und ”Splquj,ij <g 1< l>.] < n.

BEwEIS. O.B.d.A. kann man f € Eéw) annehmen, da Werte auflerhalb 2,15 nicht benutzt

werden (andernfalls ersetze f durch ¢, 5f). Aus Satz 1.3 folgt die Existenz eines v € Fp(IR")
mit P(D)v = f. Nach Voraussetzung gilt P(D)v = 0 in €,,. Aus Satz 2.9 (mit €; := ,, und
Qy := Qy,42) erhélt man ein w € Fp(Qpi2) mit P(D) w =0 in Qnip und [li(v —w)|l,, sy, <&

1<1l,7 <n. u:=0v— g, ow hat dann alle gewiinschten Eigenschaften.

SATZ 3.6. Ist Q P-konvex, so gibt es zu jedem f € F(Q) ein u € Fp(Q2) mit P(D)(u) = f

BEWEIS. Fiir jedes n € IN setzte
1
Q, = {z € Q| |z| < n,dist(RV\Q,z) > ~}.
n
Offensichtlich gilt Q, /7 Q. Sei u € &,(§2) mit supp(P(D) u) C Q, beliebig. Da Q P-konvex
ist, folgt mit Satz 3.4

dist(supp P(D)(u),IRM\ Q) = dist(supp u, RV\ Q). (3-3)
Aus dem ,, Theorem of Supports“ folgt:
chsupp P(D)(u) = chsupp w. (3-4)

Zeige: suppu C €,,.
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Sei x € suppu=- = € chsuppu = chsupp P(D) u C ch(,
= |z| < n.

Andererseits gilt:

dist(IRM\ ©, z)> dist(IRV\ Q, supp u)
ist(IRV\ Q, supp P(D) u)

ist(RV\ Q,Q,), da Q, offen und supp P(D)u Q, gilt.

vV Vv IV
- e e e

Zusammen ergibt sich daher: x € €,,.

Sei ¢, = 1 auf einer Umgebung von Q,,_1, ¢, € D(,)(€,). Die Halbnormen (|[¢y, * |lpy, ko )mneN
erzeugen die Topologie von Fp(Q2). Mit Induktion wird gezeigt:

Vn € N3u,, € F(Q) mit P(D)u, = finQ,
und

lon (tn g1 = n)ll,, o, <27 1< N,j <n.

Die Existenz von u, folgt aus Satz 1.3. Um u,,; zu erhalten, setzt man zunéchst w, 1 = @+ u,,
wobei P(D)u = f — P(D)u, in Q,.;. Die Existenz von @ folgt mit ¢ = 27" einschlieBlich der
geforderten Abschétzungen aus Lemma 3.5.

Nach Konstruktion der u,, gilt
U, — uin F(Q) und P(D)u = f.

KOROLLAR 3.7. Wenn Q P-konvex ist, hat die Gleichung (3-1) fiir jedes f € E.)(Q) eine
Lisung u € E.(Q).

BEWEIS. Direkte Folgerung aus Satz 3.6 und Satz I1.3.7.

KOROLLAR 3.8. Wenn Q P-konvexr und w € M ist, so hat die Gleichung (3-1) fir jedes
[ €D yr(Q) eine Losung u € D' (,)r(£2).

BEWEIS. Folge von Satz 3.6 und Satz I1.3.8, da fiir w € M die Rdume B:’iicp(/\w) und B;”]l;gxp(/\w)
mit A < 0 Fréchetrdume sind (Bemerkung nach Satz I1.1.5, Lemma II.1.7 und Satz 11.3.3) und
daher F(Q) := Bw’loc(/\w)(ﬂ) zulissig ist.

D,eXp
4. P(D)u = f mit f € D), ()

Aufbauend auf den Ergebnissen der letzten Abschnitte wird hier die Surjektivitat von P(D) :
D(,,(Q) — D, (2) untersucht. Als Ergebnis ergibt sich, dafi P(D) genau dann surjektiv ist,
wenn (2 strikt (P,w)-konvex ist. Im Gegensatz zu dem letzten Abschnitt héngt die Losbarkeit
nicht nur von 2 und P ab, sondern auch von der zugrunde liegenden Gewichtsfunktion w.
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DEFINITION 4.1. Seiw € M'. Eine offene Teilmenge Q von R heifit P-konvex fiir sing,, supp,
falls es fir jedes K € ein K' ) gibt so, daf fir jedes p € E'(Q) gilt:

sing,, supp P(D) u € K = sing,, supp u C K. (4-1)

Q heifst strikt (P, w)-konvex, falls Q P-konvex und P-konvez fiir sing,, supp ist.

Eine offene Teilmenge Q von IRY heifit P-konvex fiir sing, supp mit 5(’w), falls es fiir jedes
K Qein K Q gibt so, daf$ (4-1) fiir jedes p € &, () gilt.

Wie man spéter sehen wird, fallen die Begriffe P-konvex fiir sing, supp und P-konvex fiir
sing,, supp mit 5(’w) zusaminen.

Man kann in 4.1 natiirlich auch statt £'(2) (£(,,(€2)) die Menge aller u € & (€],,)) mit
sing,, supp C © nehmen. Denn fiir u € & (£[,)) mit sing, supp C 2 gibt es ein ¢ € Dy,)(2)
mit ¢ = 1 auf einer Umgebung von sing, supp u. Dann ist sing, supp ¢u = sing, supp u,
sing,, supp P(D) ¢u = sing,, supp P(D)u und ¢u € £'(Q) (Elwy (1))

Wie bei der P-Konvexitét gilt auch hier, daf es zu jeder Menge €2 eine kleinste strikt (P, w)-
konvexe (P-konvex fiir sing,, supp) Menge ' O Q gibt.

SATZ 4.2. Fir p € E'(Q) gilt:
chsing,, supp P(D) pu = chsing,, supp .
Speziell gilt daher: Jede konvexe Menge ist P-konvex fiir sing, supp.

BEWEIS. Wegen
sing,, supp P(D) i C sing,, supp u

reicht es, die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Sei 0.B.d.A. w(0) = 1 und &’ < C wie in Satz
[.2.4. Setze

K := chsing, supp P(D) p und H := Hy.
Nach Satz 1.7.7 gibt es zu jedem m € IN ein C,, > 0 so, dafl Vy mit |y| < mw(x)

—
[yl

|P(D) p(x +iy)| < Cou(1 + |2]) e (4-2)
gilt. Setze v := P(D) p. Dann folgt mit (2-4) (F = ji = %)

vee N Jalz) <C sup |Bal(z +1)
teB]Y

und damit

iz + iy)| < C sup |Pj|(z + iy + 2).
z€B;

Sei |z| < 1 beliebig. Fiir z,y € RY mit |y| < mw(x) gilt:
ly+Imz| < |y|+1<mw(z)+1< (m+ Dw(z).
Da ' < C'ist, gilt: w(z + Rez) > w(z) — C. Dies impliziert:
ly+Imz| < (m+1)(C+ 1)w(x + Re 2).
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Daher kann wie folgt abgeschétzt werden:
. , (4-2) . o
|Ppal(x + 1y +2) < C(m+1)(1+0)(1+|x+Rez|) oH (y+Im 2)+ R

lul m 2 Imel

< Ciminasoy(1+ [z (1+ |Rez|) PH )+ H(Im ) 1
—_—— N

<C da |z|<1 <C da |z|<1

Din(1 + [z]) PO+,

IN

Deswegen gilt:
|l + iy) < CDy (1 + ) e
Nach Satz 1.7.7 folgt daraus sing,, supp u C ch K.

SATZ 4.3. Q) ist P-konvex fir sing, supp genau dann, wenn fir jedes p € E'(2)
dist(IRM\ ©, sing,, supp p) = dist(IRV\ €, sing,, supp P(D) p)
qgilt.

BEwEIs. Mit der Bemerkung nach 4.1 kann man den Beweis analog dem von Satz 3.4 fiihren,
wobei das ,, Theorem of Supports® durch Satz 4.2 ersetzt werden musf.

LEMMA 4.4. Fiir jedes w € M’ und Q C R offen, ist D, () separabel.

BEWEIS. Zeige zunichst: Dy, (K) ist separabel fiir jedes K €. Da C'(K) nach dem Satz von
Stone-Weierstrafl ([M'V] 4.15) separabel ist, ist C.(K') ebenfalls separabel. Daher ist

E:= x {fe™ | f€Ce(K)}

metrisch und separabel. Da ¢ : Dy (K) — E : f — ( fe™)pen ein Isomorphismus auf Bild ¢
mit abgeschlossenem Wertebereich ist, folgt die Separabilitét von Dy, (K).

Fiir eine kompakte Ausschopfung K,, /" ) existieren daher abzédhlbare dichte Mengen M,, die
in Dy, (K,) dicht sind. Definiere

M = U M,,.
nelN
Sei f € Dw)(§2) beliebig. Da Dy, (€2) = ind D, (Ky) ist, gibt es ein n € IN mit f € D) (Ky).
Daher gibt es eine Folge (fy,)mew in M,, € M mit f,, — fin Dy, (K,,). Wegen einer universellen
Eigenschaft des induktiven Limes gilt dann f,,, — f in Dy,)(£2).

SATz 4.5. Wenn Q P-konvex fiir sing, supp ist, induziert P(D) eine surjektive Abbildung auf
DEW) /S(M) (Q)

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dafl es fiir jedes f € D’w)(Q) eine stetige Halbnorm ¢ auf D, (2)
und eine Folge 1, € D,)(£2) gibt, so daB es fiir jedes K € nur endlich viele r € IN gibt mit
supp ¢, N K # () und daf fiir jedes v € D(,(2)

[f(@)] < C(a(P(D)v) + > |(v,4)]) (4-3)

relN
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gilt. Denn: setze
V= {(p(D) U, (<U7¢n>)nEJN) € D(w)(Q) X él | v e D(w)(Q)},

¢V — = (2(v),y() — f(v).
Dann ist ¢ wohldefiniert, da (supp ¥y, )nen eine lokalendliche Uberdeckung von  bilden und,
da fiir v, w € Dy (Q2) mit z(v) = z(w), y(v) = y(w) aus der Linearitat und (4-3) f(v) = f(w)
folgt. Offensichtlich ist ¢ linear, und es gilt:

6z, )| = [£(0)] < C(a(P(D)v)+ Y [{v,vn)])

nelN

= C(a(@) + X lwnl). (4-4)

nelN

Da V ein linearer Unterraum von D, (£2) x ¢; ist, kann man nach dem Satz von Hahn-Banach
¢ zu einem stetigen Funktional ® auf D(,(2) x {; fortsetzen. Dann gilt ® € (D, (Q2) x £1)' =
Diy(Q2) & loe = D, (§2) X Loo, d-h. es existieren u und a € o mit

O(v,x) = u(v) + z};\lxnan

und

(P(D) v, ({0, n)new) = f(v) = u(P(D)v) + 3 an(v, ).

nelN
Da die supp ¢, lokalendlich waren, ist g 1= Y, ey an¥n € E)(£2). Damit gilt dann:

f(w) —u(P(D)v) = f(v) = (P(D) u)(v) = g(v)
<~ f—P(D)u=y.

Aus technischen Griinden wird statt (4-3) eine stirkere Aussage gezeigt: Fiir jedes v € D(,(£2)
gilt:
@)+ o]l < C(a(P(D) ) + 3 [(v,)]). (4-5)
nelN

Wiihle eine kompakte Ausschopfung K, /7 Q und dazu IN(T’L gemdf Definition 4.1. Setze
Ky =Ky=K =K' |:=K y:=K',:=0, und fiir n > 0 wihle dann induktiv K], = K}
so, daf
K/nQK/nfngnfl
gilt (das ist moglich, da f(?’z D f(n und f(n /" Q). Zeige per Induktion: Fiir jedes | € INg gilt
(%):
Ve >0

Jq; stetige Halbnorm auf D, (£2)

mit q|p,(x,_,) = G-1lD, (51_0) (*)

I € N und 4 ... € Dy (Q\ Ki_,)

und (4-5) gilt mit C; := Cj_1(1 + ¢) fiir alle v € Dy, (K])

Fiir [ = 0 ist wegen Dy,)(#) = {0} nichts zu zeigen (Cy := 1).
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Sl = 1+ 1 Sei {x; € Dy(Q\ K[_) | i € IN} dicht in Dy (Q2\ K;_;) (mit Lemma 4.4). Setze:

() =330 ()

=1 j=1
Angenommen: () gilt nicht fir [ 4+ 1, d.h. es gibt ein € > 0 so, daf§
Vg stetige Halbnorm auf D, ()
mit (ﬂD(w)(Kl—l) - QZ|D<W)(K1—1)
VM C Dy (Q\ K;_;) mit M < oo
v € D) (K;,,) so, da
@)+ [0l > Cul1 +2) (a(P(D) v) + @(v) + Y {6, 0)]) (4-6)
peM
gilt. Fixiere eine Folge ¢, in D,y (2 \ K;—1) mit supp ¢,, /" Q\ K;_;.

Zeige: Es existiert eine Folge v, in Dy,)(K7, ) mit
P(D) vy, — 0 bzgl. [[ém-[|x (4-7)

und ||, ||, < Ci(1+¢).
Fiir alle n € IN setze p, := ¢ +n X7 ;_; ||¢;.|li- Dann ist p, eine Familie stetiger Halbnormen

auf D, (), und wegen ¢, |k, , = 0 gilt pn\p(w)(Kl_l) = ql|p(w)(Kl_1). Setze
M, ={x; |1 <i<n} CDu(Q\K_,).

Nach Annahme existieren dann zu p, := p, + (§My) Xpenr, |(d, vn)| (Pn ist dann eine stetige
Halbnorm mit p,|p,x,_,) = @l..) On € D) (K1) mit (4-6). Durch Normieren erhélt man v,
mit

|f ()] + ||vnll . = Ci(1 +€), woraus (4-8)
1> pu(P(D)vy) 4+ ®(vn) + (8Mn) > (@, vn)] folgt. (4-9)
pEM,

Aus (4-8) folgt dann sofort
Vne N : ||vgllr., < Ci(1+¢).

Angenommen: (4-7) gilt nicht. Dann gibt es j € IN,; A\, ¢ > 0 mit
VN >max(2,5,A) In > N : [|¢; P(D) v, s > e
Damit gilt dann:
1 < ne < nllé; PD) valls < nllé; PD) vl
<n Y lém P(D) vl

i,m=1

< pu(P(D) vn) + @(va) + (EMn) D (s, 0)|

pEMn,

<1

Daraus folgt dann (4-7).
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Zeige: v, — 0 in &) (Q\ K]_,). Da P(D)wv, nach (4-7) eine Cauchyfolge in Vi, (mit Vji4
wie in Lemma 4.6) ist, ist {v, | n € IN} in Vj41 beschriankt. Nach Lemma 4.6 ist daher auch
{vn | n € IN} in &) (Q\ K[_;) beschrénkt. Da £y (Q2\ Kj_;) ein (FN)-Raum ([BMT] 4.9) und

daher ein Montelraum ist, ist {v, | n € ]N}g(w) kompakt. Sei v nun ein Haufungspunkt von v,,.
Dann gibt es eine Teilfolge v,, — v. Da My := Ujen My, dicht in £y (2 \ Kj_,) ist und aus
(4-9) folgt

1> (§My) > [{vn, 8)],

€M,
gilt v L My und deswegen (mit Hahn—Banach;)
v=0in Q\ K|_;.

Damit ist 0 der einzige Haufungspunkt und aus der Kompaktheit folgt:

v, — 0in £, (Q\ K]_,).
Waihle nun ein x € D, (K]) mit x = 1 auf Kj_;. Dann folgt (wegen v, = 0 auf Q \ K,
(1—x)=0auf K/ ; und v, —» 0 auf Q\ K|_,)

(1 = x)v, — 0in D, ().
Fiir alle n > Ny gilt dann (wegen p,, > q):

(4= 8) = 1FOcwn) |+ Ixvnllee = G0+ 3),

(4-9)=q (p(D)(Xvn)> + ®(xv,) < 1+ %

und damit:
§ €
Ci(a(P(D)(xva)) + @(xvn)) < Col1+3) < £ (cva)| + xvallo
zur Induktionvoraussetzung, da xv, € D (K;). Daraus folgt: (x) gilt!

Wiéhle nun €, := 27". Dann konvergiert das Produkt [T,en(1 4 €,). Wegen qi| . = qiy1].. ist
q = lim,, . ¢ eine stetige Halbnorm. Da die w]@ € D) (Q\ K]) sind, folgt die Lokalendlichkeit
der (supp wj(-l)) 1<j<n; . Insgesamt sind damit (4-3) und der Satz gezeigt.

N

le

LEMMA 4.6. Seien Kj, K7, ¢, wie im Beweis von Satz 4.5. Fiir jedes j € INg setze
Vigni={v € OC(KJ,‘-H) | p(D)U € Ew)(Q\ K1)}

mit den Halbnormen |[|.||; ) und (||, P(D)(.)|[x)nen r>0- Dann ist Vj ein Fréchetraum und
die Einschriankungsabbildung

v Vg — Eu(Q\ K y)
ist stetig.

BeWEIS. Die Metrisierbarkeit folgt sofort, da die ||¢, P(D)(.)||» in A monoton sind und es
deswegen reicht, A € IN zu betrachten. Sei (v,)nen eine Cauchyfolge in Vjiq. Dann gibt es
ein w in C,(K}, ) mit v, — w gleichméfig, d.h. in der [|.[|1,-Norm und P(D)v, — v bzgl.

I6m P(D)() I Wegen (2m) gl () = |grtel(@) < fign [Ste](£) dt < [[Gmul|x fiir jedes u €
Ewyund A > 0, folgt P(D) v, — v gleichméfig auf jedem Kompaktum (da supp ¢,,, /" €2). Da
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die Topologie von Ey(2\ K;_1) durch (||¢m.||x)r>0men erzeugt wird, gilt v € Ey(2\ K;_4).
Deswegen gilt fiir jedes 1 € D) (Q\K-1):

C.CD

2w, P(D) ¥)

= / P(D)¢dz = lim / v, P(D) ¢ dx
R n—oo
= lim P(D) vyt do = / lim P(D) v, da

n—oo JIRN RN n—oo

= /]RN v dx = (v, )

(P(D)w

und somit P(D)w = v € Ey(Q\ K1), w € V4.

v ist wohldefiniert, da aus P(D)v € &) (Q \ K;_1), sofort sing, supp P(D)v C K; 4 folgt
und wegen der P-Konvexitét fiir sing, supp, smgw suppv € K gilt, was v € &) (Q \ K7_))
impliziert.

Sei v, — v in Vjy; und v, — w in &) (2 \ Kj_;). Da die Konvergenz in beiden Rédumen die
punktweise Konvergenz impliziert, gilt

vV=w.

Die Stetigkeit folgt dann aus dem ,,Satz vom abgeschlossenen Graphen®.

Um die Notwendigkeit der P-konvexitét fiir sing, supp mit &, fiir die Surjektivitit von P(D) :

Dzw) — DEM) / () zu zeigen, miissen zunéchst zwei Lemmata bereitgestellt werden.

LEMMA 4.7. Sei r, A > 0 beliebig gegeben. Gilt fiir w € M und p € &,

w,loc
o g(/w) (BT> C Boo,exp(f/\w)’

so ist p bereits in Dy,

BEWEIS. Da fiir jedes u € Eéw)(Br) supp p * u C supp p + supp u gilt, folgt:

/ w,loc /
H* S(w) (BT) - Boo,exp(—/\w) A S(w) - 00,exp(—Aw)?

d.h. fiir jedes u € &, (B;) gilt:
|| < Cue. (4-10)
Sei [ € IN beliebig gegeben. Definiere

oS, — [ el“’fdx.

RN

Offensichtlich ist ¢ linear. Nach (7') existiert ein n € IN so, dafl e € Ly ist. Damit gilt dann:

(O < lle™™z, mon4i(f),
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dh. ¢ e S, C Dzw) und (/zAS = e, Nach Satz 1.5.3 existiert ein v € D(w)(By) mit © > 0. Fiir
vp € &, (B,) und s € RY gilt dann:

vp(s) = Ux¢p= o(t)et=0 gt

Damit gilt:

Daraus folgt fiir jedes [ € IN:
4] oo, expiaw) < 00

und damit
we ﬂ Boo,exp(lw) .
lEN
Sei [ beliebig. Fiir ¢ € D, folgt mit Satz 11.2.9 ppu € B‘;{Zip(lw), da 1t € Boo,exp(kiw) ist. Daher
gilt

w,loc Satz 11.3.7
H S ﬂ Boo,exp(lw) - g(w)
leIN

Wegen supp i kompakt, folgt i € D).
LEMMA 4.8. Seiw € M, k€ K, u € B, und v € B, 1 mit ;1) + z% = 1 Dann gilt:

s v < 2m) " [Jullp (0], 1-

BEWEIS.
luxv|(z) = (2%)—N|%(—x)| = (Qﬂ)—N|/ a(t){}(t)e—i(—x,ﬂ dt|
RN

Holder _ ~ 1
dt < (2m)"V|ak]L, 1o llz,,

SATZ 4.9. Falls P(D) eine surjektive Abbildung auf D, /5(w) (Q) induziert, ist Q@ P-konvex
fiir sing,, supp mit u € 5(’@(9).

BEWEIS. Angenommen: () ist nicht P-konvex fiir sing, supp mit Séw)(Q). Dann gibt es ein
Kompaktum K so, daB (4-1) fiir jedes K Q verletzt ist.

Konstruiere K; /" Q, u; € 5(’@(9), z; € Q u; €Ly Ay >0undr; >0 (7 € IN) mit

(1)  sing, supp P(D) u; C K (2) =z, € sing, supp p; \ K
(3)  Vk < j:xz; & supp pu (4) x;+B,NK;=10

(5) suppu; + B,, (6) suppu; C B%

(1) K+B, Q (8) 1>
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w,loc
(9) Supp K C B: Jayj)Z (10) Uj * [l ¢ Boo,exp(—)\jw)
(11) Vk<j: (z; +Brj)ﬂ(B7m+suppuk) =0

Sei K; //* Q beliebig. Nach Annahme existiert ein fi, € E()(©2) mit (1) und sing, supp ju €

K. Deswegen kann man ein z; € Q finden so, daf (2) gilt. Setze K; := K, mit 7 so, daB (4)

gilt und K + B,, Q. Wéhle x € Dy (Bri (1)) mit x|s., (z,) = 1 und definiere yi; := xji1. Die
2 i

so gefundenen puq, 7y, K erfiillen dann (1), (2), (4), (5), (9) und (7).
Seien K, xj, r; und pu; bereits gefunden. Wegen f(j /" Qund K Usupp p; U {x;} Q gibt
es ein m € IN mit K; Usupppu; C f(m und z; Ef(m Setze K1 = f(m. Fir Kj;, existiert

dann ein fij41, ;41 mit (1) und (2). Hierzu wihle ein 7;, < r; so, daB K; + B,.,, € K, und

BQr]-_H (xj+1)ﬂBTk (J]k) = Q) fir jedes k S n gllt Wihle X € D(w)(BT]T-H (ZL’j+1>) mit X|Brj+1 (zj41) =

1 und definiere j;41 := xfij+1. Die so gefundenen p11,7;11, Kj4q erfiillen dann (1)? (2), (3),
(4), (11), (5), (9) und (8).
Nach Satz 1.6.12 existiert fiir alle £ € IN ein s > 0 mit

el s, < oo, (4-11)

wobei [[.[[ _,, ., = [llloc.exp(~sxw) ist. Definiere rekursiv Folgen positiver Zahlen (I)ren, (Ak)ren
und eine Folge (uy)kenw in Sgw)(Q). Setze dazu lp := 0 und A\, := s, + 1 + 1. Da 2, €
sing,, supp f, und supp pux € Bre nach (9) und (2) gelten, kann man nach Lemma 4.7 ein
uy € Séw)(B%) finden so, daf3

& B o ieniwy (Bre () (4-12)

gilt. (uy erfillt dann (10) und (6)). Wiederum mit Satz 1.6.12 kann man ein ;, > 0 so wéhlen,
daB

el < oo (4-13)

gilt. Nach Satz 11.3.6 ist dann [[uy * il _,, < 0o und wegen (4-12) ist s + 1 + 1= A <
lk + Sk, d.h. lk > 1+ lk’—17 lk — 0OQ, d.h. lk / oo

Definiere

V@/J c 'D(w)(

T—xk

HME%

/

Die Reihe konvergiert in D(,(2), da die supp uk(ka) supp uy + x5, lokalendlich sind (mit
(4) und (11).

Nach der Satzvoraussetzung existiert ein u € D,,(£2) und ein g € ) (€2) mit P(D)u = f+g.
Dann ist

Vi € Dy () = u(P(D)Y) = f() + g(¥). (4-14)
Fiir jedes ¢ € D(,)(B;,) gilt nach Satz 1.5.2:
pu % p € Doy (€2),
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(5)
da supp px * ¢ C supp u, + By, Q gilt. Damit gilt (4-14) speziell fiir » = py * . Durch
Einsetzen folgt:

w(P(D) pu * @) = i_oj Ui (T i * ) + gk * @) (4-15)

Wegen (11) gilt:

Vi>k o ai(Tg e x0) =0,
da supp @;(7_,,) = supp; + x; € B, (x;) und supp ux * ¢ C supp py + By, gilt. Wegen
O(T_g¥) = v x P(x) gilt:

k-1
g * i % (k) = w(P(D) i x 0) = gl p) = D g fux  p (). (4-16)

j=1
Es werden nun die Terme auf der rechten Seite einzeln abgeschatzt. Mit (4-11) und (4-13) gilt
Juj g pl (@) =[x (uy x )| ()
Lemma 4.8 _N
< @) el Mg+ ol

Satz 11.2.7 _N
< @) el s, Mgl s, Mlollsieres

= Cillull_s, llollsp+s;-
Da [; monoton wichst und A\, = s + l—1 + 1 ist, gilt fir 7 < &:
Ve € Diy(Br) ¢ [y + s+ 0l < Cellgln, (+17)

mit C, := |||,uk|||_8k max;j C;.

Sei x € D,)(?) mit x = 1 auf K und suppx + B,, =: K Q (mit (7)). Seien a, b die
Konstanten aus (y), m := deg P, v}, := x P(D) ju, und v} := (1 — x) P(D) pz. Dann gilt:

—

[P(D)(0)|(x) = [P|(z) < C(1+ |z < Ce™ T+ = Qe < Cel e,
d.h. P(D) 0 € Booexp(—2w)- Wegen Satz 11.2.9 und Satz I1.2.11 gilt: (b := —s;, — )

loilll, = IIx(P(D) & i)l
< Dl My s IH2CD) 6% gl e
< I Moy s 1P CD) O g Manlll - e, -

Da K > 1ist gilt: [|.[|_g,, < [I-Il_,, und deswegen:

—Sk

vl < oo

=

Da supp(v) * ¢) C supp py, + By, Q und sing,, supp vy € RN\ (K Nsing, supp P(D) u3,) =
ist, gilt v € D.,)(£2). Nach Satz I1.2.7 gilt daher:

Vs Ul/c/ S Bt;;tjexp((/\fs)w) :
Da u stetig ist, existieren C';, A > 0 mit

Vio € Dwy(Br,) = [ulvg + )| < Cllvy + ]|y
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und damit (¢ € D, (B;,) C Bf’fxp(sw))
|u(vy * )| < Cllog * @llx < Clllvglil=s lells
und
Vip € D) (Br,), Vs > 0+ |u(vg * )| < Cill]ls. (4-18)
SchlieBlich folgt wegen supp vy * ¢ C K

Vo >0 ¢ [[oh* @llo < bl [ llorocrp.

Fir C,0 > 0 mit Vo € D, (K) : |u(e)] < Cll¢lls gilt dann:

u(vg, * )| < Cllellotsy+z.
Wihle ko nun so grof, dafl o + s, + 5 < lpy—1 + 1 + sk, = Ay, ist. Damit folgt dann:

VEk > koVp € D) (Br,) + |u(vy, * 9)] < Cll@lla (4-19)
Waihle ¢ € D, (€2) mit ¢|suppuk+BTk = 1. Dann ist ¢¥g € D(,(2) und
Vo € Dy (Bry) = |g(e x @) = [vg(pe * )| < [vglll _y, llellx.- (4-20)
Mit (4-15) - (4-20) folgt dann:
Vk > koVp € Dy (Br,) & |ug * pig * ol (21) < Cll]|a,- (4-21)

Im weiteren sei k > ko beliebig fixiert. Mit ¢ € D(y(B,,(xx)) und ¢ € S, beliebig gilt (0.B.d.A
z = 0):

| ur * p) (@) = e e+ (90)](0)
< OH?WHM

Da S, dicht in By exp(kage) 1St, kann man @Zv)(uk * i) eindeutig zu einer stetigen Linearform auf
Bl exp(Kaw) fortsetzen. Nach Satz I1.2.13 gilt daher

Vd} € D(w) (Brk) : ¢(U;€ * l’l’k’) € Boo,exp(fK)\kw)
und daher nach Definition:
U * [l € Bﬁ;{z}c{p(_mkw) . ozu (4-12) .

Daraus folgt, dal die Annahme falsch war, womit der Satz bewiesen ist.

KOROLLAR 4.10. Sei Q2 offen. Dann sind dquivalent:

(1) P(D)(D(2))=D,) /g, ()

(2) Q ist P-konvex fir sing, supp
(3) Q ist P-konvex fir sing,, supp mit 5(’w)

BEWEIS. mit Satz 4.9 und Satz 4.5



66

3. EXISTENZ UND APPROXIMATION VON LOSUNGEN



KAPITEL 4

Innere Regularitit, w-Hypoelliptizitiat

In diesem Kapitel werden hypoelliptische und w-hypoelliptische Differentialoperatoren charak-
terisiert. Dies sind solche Differentialoperatoren, fiir die die Losung ,,sehr glatt® ist, falls die
rechte Seite dies ist.

Wie im klassischen Fall der Hypoeliptizitdt wird dies zum einen iiber die Nullstellenvertei-
lung des Polynoms gesteuert, und zum anderen kann w-Hypoelliptizitdt an der Glattheit der
Nullésungen festgestellt werden.

Im zweiten Abschnitt wird dann der Zusammenhang zu der , klassischen“ Hypoelliptizitit und
der Elliptizitdt hergestellt.

1. w-Hypoelliptizitit

In diesem Kapitel wird nur ein Satz bewiesen, der die w-hypoelliptischen Differentialoperatoren
charakterisiert. Zusétzlich zu den oben vorgestellten Moglichkeiten der Charakteriserung der
w-Hypoelliptizitdat kommen noch zwei weitere hinzu: die Existenz einer Fundamentallosung, die
auflerhalb des Ursprungs sehr glatt ist, und eine Aussage dariiber, wie ,gut® eine Losung fiir
eine ,glatte” rechte Seite mindenstens ist.

Als wichtigstes Hilfsmittel wird fiir die Implikation (1) = (2)“ eine Fundamentallosung mit
einer Hormanderschen Treppe definiert.

SATZ 1.1. Seien wi,wy € M’ und w := wy + wy. Fiir P(D) sind dann dquivalent:

(1) Fiir jedes A > 0 existiert ein B so, daf fiir z € ~ gilt:
P(z)=0=|Imz| > Aw(Rez) — B

(2) P hat eine Fundamentallésung E € D' mit E € E,)(R"Y \ {0}).
(3) Fliir jede offene Menge ) gilt:

u € D' (,y)(Q) mit P(D)u € Eup(Q) = u € Euy)(Q).
4) FEs qibt eine offene Menge €2 mit
(4) Esg 9
u € D' () (Q) mit P(D)u=0=u€ E,(Q).

DEFINITION 1.2. Jedes P(D), das eine der vier Bedingungen von Satz 1.1 erfillt, heifst w-
hypoelliptisch.

Der Beweis folgt spéter, erst miissen einige Lemmata bereitgestellt werden:
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LEMMA 1.3. Seien K sowie €2, (1 <n <m) offen mit K C ;" €2, gegeben. Dann gibt
es 0 < ¢ € Dyyy(2y,) mit 10 ¢, = 1 auf K.

BewEIs. Wéhle ein 6 > 0 so, dafl es zu jedem x € K ein 1 < n < m gibt so, dafl Bys(z) C Q,
gilt. Definiere rekursiv

n—1
Uy ={xr € K+ Bs|z+ By CU}\ U U
j=1
Offensichtlich gilt dann >3, xy, = 1 auf K + 9. ¢, := xu, * ¢s hat dann alle gewiinschten
Eigenschaften.

LEMMA 1.4. Sei ), wy, wy und P wie in 1.1.(4). Sei K,, /7 Qund ¢, € D)(Kp41) mit ¢, =1
auf K,,. Dann ist fiir jedes A > 0

F:={ueB? , (Q)|P(D)u=0}

1,exp(—Aw2)

mit der von (||@y.|[1,exp(—rws) )nen erzeugten Topologie ein Fréchetraum.

BEWEIS. Analog dem Beweis von I1.3.2 zeigt man, dafl die Inklusion

stetig ist. Fiir eine Cauchy-Folge u,, zeigt man wie dort, daf es ein u € Dj,,($2) gibt so, dafl
u, — u beziiglich ||| und u, — w in D(,(Q). gilt. Da P(D) : D{,) — D,y : u— P(D)u
stetig ist, gilt P(D)(u) = 0. Nach Voraussetzung gilt daher u € &,y € C*. Da D,y C C™
gilt, hat man fiir jedes ¢ € Dy, : pu € C°. Wegen log(1 + [t]) > 0 > —Aws(t) folgt daher
OU € Biexp(—rws)s d-hou € F.

LEMMA 1.5. Sei P € [z1,...,2zy] mit deg P =m > 1. Dann gibt es eine reelle N x N Matrix
C mit det C' =1 und

m—1
PoC(z)=az"+ Z Qr(z")2]
k=0

mit Qx € [29,...,2y] und a # 0.

BEWEIS. Sei P(2) = Y|oj<m a?® = Djajmm @a2® + Xjajem @2 = Pn(2) + R(z). Wegen
deg P = m gilt P, # 0. Also existiert ein € RY mit P, (z) # 0. Man kann annchmen,
daB x1 # 0 ist, da man wegen x # 0 (P, ist m-homogen!) sicher fiir eine geeignete Permutati-
onsmatrix Cy (C’lx) # 0 hat und Po C; = P,, o C; + R o C] die entsprechende Zerlegung von
P o C liefert. Sei also 1 # 0 und

[L’lO 0
10 0

C2: O
0
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Dann gilt det Cy = 21 # 0 und

Pm<CQZ) = Pm(aclzl, Ta221 + 292y ... s INZ] -+ ZN)
N

- Z ao(121)™ H(szl + 2;)%

jol=m j=2

|a|=m j=2 k=0
m—1 B
= Pm(aj)z;" + Z Qk<z27 72N)Zl
k=0

Da deg R < m — 1 ist, folgt:
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Po CZ(Z> = azin + ZQk(227 s 7ZN>ZITL'

Mit C := diag(xil, 1,...,1)CyC folgt dann die Behauptung.

LEMMA 1.6. Sei C' € R™*Y invertierbar und £ Fundamentallésung von P o C(D) =: P(D).

Dann ist B
E:p— (B, po(C)7)
eine Fundamentallosung zu P(D).

BEWEIS. Sei C' = (¢jx) =, und ¢ =1 o C'. Aus der Kettenregel

Dyp(x ZD]¢ (C'z)ex ;= ch]

Daher gilt dann:

P(D)p = Y aa(-=D)*¢=()_ aa(-CD
laf<m laf<m
= (P(D)v) o C"

Damit folgt:

DEFINITION 1.7. Sei (A})jew eine disjunkte Zerlegung des RN~

ewne Folge reeller Zahlen.

= J{(z1 +iNj,22,... ,an) | 21 € R, (20, . ..

jeEN

heifft (Hormandersche) Treppe

folgt:

in Borelmengen und ()\;) jen

,$N) c A]}
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LEMMA 1.8. Fiir jedes ¢ € D und jede Treppe T' gilt:

(2m)V (0) :/IRNgbda::/T@dz - Z/A_/Rga(xﬁw,w’) dz, da’
JjeIN J

BEWEIS. Setze ¥ := ¢ und zeige zunichst

&) day = / X 2')d 1-1
/IRw(xl x') day Rw(:c1+z x') diy (1-1)
t Im
fiir jedes reelle X. Sei I'g = r——A—* . Da % holomorph ist, folgt aus der Cauchy-
R 0 R Re
schen Integralformel
[ wlzat)de =0 (1-2)
g

Es gilt mit jedem A > 0:
A A
|/ WER+ it ) dt| < / W(£R +it,2')| dt
0 0

_Wi A
Paley- Wiener / Oy e L0 —Aw(B) gy
0

S Ce—Aw(R) N 0

Aus (1-2) folgt damit (1-1). Nun gilt:
/T@D(z)dz: > /Aj /]R@D(:Blez)\j,x)dxlda: :j%Aj /R¢($1,:E)d:r1d:£

JeEN

= Y(z)de = /

" [ 0@ dr = j(0) = $(0) = (2m)¥3(0) = (27)"(0)

LEMMA 1.9. Zu jedem Polynom P(z) = a2 + S0} Qx(2')2* existiert eine Treppe Tp mit

VzeTp : |P(z)| > |al (1-3)
VieN : [N <m+1. (1-4)
Gilt zusétzlich noch 1.1.(1), so kann
3L, M € NVj > L : A\j =0 und |2}[c > M (1-5)
erreicht werden.
BEWEIS. Ist 2/ = (za,... ,2x) € RV ™! fest gewihlt, so hat das Polynom
m—1

Pz a2+ > Qp(ah)2”
k=0
m Nullstellen (mit Vielfachheit gezihlt) () = 20 +iy® (1 <1 <m), und es gilt:

Pi(z) = af[(z — 20,
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Dann existiert ein A = A\ € [=m—1,m+1] mit [A—y?| > 1 fiir 1 <[ < m Denn angenommen,
daB es fiir jedes —m —1 < A < m+1ein 1 <[ < m gibt, mit [\ —y®| < 1, so gilt offensichtlich:

Wy O3y £ 4O mit |y® — 4| < 2,

Damit folgt dann

@) _ ) —
1£?§m|y yV <2m —2.

Fiir \; = —m — 1 und Ay = —A; gibt es dann [; so, daB |\; — 3

<1 (i =1,2) und damit
2m 42 = [\ = Xof < [ =y ]+ Ao =y 4 [y — | <mg
= Es existiert ein A mit der gewiinschten Eigenschaft.

Da nach dem Satz von Rouché die Nullstellen stetig von x’ abhéngen, gibt es eine offene
Umgebung U, € RY™! von 2/ mit

‘v’{' e Uy : |)\ — IIHZ[7§/| > 1,
wobei z ¢ die Nullstellen von P(z,¢’) sind. Fiir (z,¢') € R x Uy gilt:

[Pz +iX &) = |a| [ |z +ix — ze] > |a| [] | Tm(z + iX — z¢)]

=1 k=1

m
= lal [T A = Im2z¢] > |a].
k=1

Die Mengen (U,),/cg~x—1 bilden eine offene Uberdeckung von IRN ™', Daher gibt es abzihlbar
viele (2] )pen mit

RY"'C | U, .

nelN

Gilt 1.1.(1), so gibt es zu jedem beliebigem A ein B und ein M > 0 so, daf
ViZ'| > M : Tmz s > Aw(0,2') — B> M > 1

gilt. Deswegen kann dann A, = 0 gewéhlt werden. Da sich jede beschrinkte Menge in IRV ™!
mit nur endlich vielen U, iiberdecken 148t, kann |2’| — oo erricht werden.

Setze nun

Damit hat man dann die gesuchte Treppe.

LEMMA 1.10. Sei P wie in Lemma 1.5 konstruiert, T wie in Lemma 1.9. Dann ist
E:p— (QW)_N/ ? dz
Ts P

eine Fundamentallosung fir P(D).
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BEWEIS. Sei ¢ € C(K) = Dog(14J¢))) (&) beliebig. Setze w := log(1 + |.|) € M. Dann folgt
aus dem Satz von ,,Paley-Wiener, mit A aus (7') und (1-3), (1-4):

B < C [ |¢ldz

< C e—Aw(Re z)—Hg (Im z) |¢| (Z)e)\w(Re z2)+Hg(Im 2) dz
Tp

< C sup ‘@(Z)ekw(Rez)JrHK(Imz)‘ / 67)\<.L)(Rez)fHK(Imz) dz

ze N
(1-4)
< (C sup ‘@(2) w(z)+Hk (Im 2) ’6 (m+1) maxzex |z e o
ze N IRN
= C sup ‘@(Z)ekw(zHHK(Imz)’
ze N

Nach Korollar 1.3.5 und Bemerkung [.4.2 folgt damit die Stetigkeit von F.

Mit 1.8 folgt:

(P(D)e,p) = (E,P(D)y) = (2m)™" | ——F(2)dz

= @m)™" [ pdz=(0) = (b.¢)

LEMMA 1.11. Sei C eine reelle invertierbare N x N Matrix. Dann gilt 1.1.(1) fiir P genau
dann, wenn es fiir P o C' gilt. Ferner bleibt 1.1.(1) auch fiir jede dquivalente Gewichtsfunktion
w giiltig.
BEWEIS. Es existieren F, E > 0 sowie F, F € IR mit

wx) < Eo(x)+F und &< Ew+ F.

Sei A > 0 beliebig gegeben, B (B) nach 1.1.(1) fiir w (&) gefunden. Sei P(z + iy) = 0. Dann
gilt:

A F
> > 0 -
ly| > Aw(z) — B>2o—-—-B
und -
. A oo
> AG B>—Zw-——B8B.
ly| > Ad(r) — Z YT E

Da C invertierbar ist, gibt es ein D € IN so, daf fiir jedes z € ¥ 5|Cz| < |z| < D|Cz] gilt.
Daher folgt mit Induktion aus («):

w(Cz) = w(|Cz]) < w(D|z]) < D+ KP \w(2).

Analog gilt:
w(z) = w(|z]) < w(D|Cz|) < DKP~1w(Cx2).

Also sind w und w o C dquivalent. Da C reell ist, gilt fiir jedes z € »:

ImCz=CImzund ReCz = CRez.
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Sei z € ¥ mit P o (C(z) = 0. Dann ist Cz eine Nullstelle von P. Nach dem oben gezeigtem
und der Voraussetzung gilt dann (@ :=w o C):

1 A B
> — > = _Z
|Imz| > —|ImCz| > —w(CRez)

F B

A
> —w(Rez) — —= — —.
DFE

Da A beliebig ist, und alle anderen Konstanten (bis auf B) hiervon unabhéingig sind, gilt 1.1.(1)
auch fiir P o C'. Analog kann die andere Richtung gezeigt werden.

ZuMm BEWEIS VON SATZ 1.1 . 1.1.(1)=1.1.(2):“ Nach den Lemmata 1.5, 1.6, 1.11 und 1.2.4
kann man 0.B.d.A w € C* mit a%lw < V und P von der Form

m—1
P(z1,2') = az{" + Y Qu(z')zy
k=0

annehmen. Sei 7" := Tp die in Lemma 1.9 konstruierte Treppe. Dann ist

BW) = 0N [ L (1-6)

nach Lemma 1.10 eine Fundamentallssung. Es bleibt zu zeigen, dafi E € £y (R™ \ {0}) gilt.
Sei ¢ € D, (IRY \ {0}) bliebig fixiert. Zeige: Fiir jedes A > 0 ist
sup |@E|(t)e*® < co. (1-7)
teRN

Nach Satz 1.3.5 ist dies dquivalent zu ¢ & € D(,) und deswegen nach Satz 1.3.9 auch zu E €
Ewy(RY \ {0}). Fixiere daher ein beliebiges A > 0.

Da Ep € &, ist, gilt:

PE(t) = (pE)o(e" ") = Ey(p(x)e ).
Setze Q = {z € RY | |70 := maxi<jen |7;] < M}, M > My, My wie in (1-5) und definiere
Q = Q xiR". Dann gilt: .
T\Q=R"\Q.
Mit ¥(z) = @(x)e "% folgt aus der Definition von E (1-6):

(@m)NoE =[+g

wobei ( )
O(—z+1t
t) = —d
9(t) /Tm@ P(z) ‘
und ( )
O(—z+t
t) = —dz
) ng P(z)
ist. (1-7) wird durch
VM > My : ||ge™|r., < oo (1-8)

IM > My : ||fe |, < oo (1-9)
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gezeigt. Da T'N Q beschrankt ist, gilt:

Aw @(t - Z) Aw
t < / _ d
i) < [ TR
3 1 y
m 0 |o(t — z)|eA )

Paley-Wiener ]
i CAGH(—]mz)—Aw(t—Re 2)+Aw(t) d

Tal z
B la| JTn@
< 1C’A€(>\—A/K)W(t)/ ~ 6H(— Im 2)+Aw(Re 2) dz
|al nQ

< CAe(A—A/K)w(t) < 0.
Falls A > KA. Damit ist (1-8) bewiesen, bleibt nur noch (1-9) zu zeigen. Wihle 6 > 0 so, da8
supp ¢ N Bys = () gilt. Bestimme A mit () so, daf
/ eFA=0AL g2 < o0 (1-10)
IRN

gilt und wéhle B mit 1.1.(1). Hierzu bestimme M > M, so, da8 fir ¢t ¢ Q: Aw(t) — B—2>0
gilt. Zeige: Mit dieser Wahl von M gilt (1-9).

Wiéhle mit Lemma 1.3 Funktionen x; € D, (1 <4 < 2N) mit
2N
> xj=1auf suppy
=1
supp x2; C {z € R" | z; > §}
supp x2;_1 C {z € RN | 2; < —6}.

Setze: ;== xip und fi(t) = [rrxg ¢i;z)+t) dz und zeige:

sup |f](t)e® < 0. (1-11)
teRY

Betrachte zuniéichst i = 2. Definiere Q' := {2/ € RN | [|a/||c < M}, F(2) := 52’2;;“‘/) und
zerlege fo In for und frv-1\ o mit

r = F ! d d !

und
frv o = /]RN—l\Q’ /]R F(zy,2") dxy da'. (1-12)
Die Zerlegung gilt, da:
RY\ Q@ = (@ x (R\ By)) U ((R"""\ Q) x IR)
= (@ x (R\By)) U (RY\ (@' x R)).
Setze R := {(z1 + iy, 2') € V|2’ € RV || < Aw(wy,2') — B — 1} und zeige: |P(2)| >

e > 0 fiir jedes z € R. Sei dazu z eine beliebige Nullstelle von P und 2z in R. Dann gilt:
|z — Z| > max(|Im(z — 2)|,| Re(z — Z)|). Nach Voraussetzung gilt | Im z| > Aw(Rez) — B und
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|Im 2| < Aw(Re 2)—B—1. Da w gleichmiifig stetig ist, gibt es ein > 0 so, daf fiir alle #, € RY

mit |z — 2| <6 |w(z) — w(Z)| < 5 gilt. Daher gilt 0 < min(d, 1 < d := dist(R, {z | P(z) = 0}.
Wenn P als Polynom in z; faktorisiert wird, folgt fiir jedes z = (21, 2') € R:

|P(21,2) = lal T[] |21 = 20()™| = |a]d™ >0,
k=1
wobei die z(z')*) die Nullstellen in z; von P(z,z’) sind. Daher gibt es eine offene Menge
R C RC N so, daB fiir jedes z € R gilt:
|P(2)] > €> 0.

Daher ist F auf R holomorph. Sei nun 2/ € RV ™! \ @' fixiert. Zeige:

/ F(xy,2") dzy :/F(z,x’) dz (1-13)
R ¥
mit
(1) = 2 + i(Aw(xq,2") — B — 1). (1-14)
fim
JAw(R,2’) — B —1
Sei I'p = Da F in R holomorph ist, und 'y im Inneren von R
8 8
3 Aw(0,2'y— B~ 1
—R 0 R Re

verlauft, gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir alle R > 0:
/ F(Zl, LUI) le =0.
I'r

Da 2/ ¢ @ ist, gilt |2'|oc > M. Daher ist Bildy N @ = 0. Aus der Wahl von M folgt daher
Im~ > 1. Da ¢y € Dy (x | 21 > 0) ist, gilt mit , Paley-Wiener® fiir 2 € R:

Po(—2 + )| < Cetl(-Ima)~KXw(t—Rez)
< CefzSImzlfK)\w(tfRez). (1_15)

Da H(y) = SUDsequpp g, (¥ 1) = 0y1 ist. Fiir (21,27) € R folgt daher:
|F<21,xl)’ < ECGKAw(t)ef)‘w(ReZ,I/)ftslmzl'
€
Daher gilt

Aw(z1,2')—B-1 ’
/ |F(zy +iy1, )| dyy < (Aw(zy,2') — B — 1)CeBAO=2@) 0 fiir 2] — oo,
0



76 4. INNERE REGULARITAT, w-HYPOELLIPTIZITAT
Mit x; = £R folgt daher (1-13). Aus (1- 14) und (1-15) folgt dann:
|/F z1 lel < / |F .Z’l (Il)ld.fl

< AV/ |F (21 + i(Aw(zy,2") — B —1),2")| dxy
R

v o) .
e /IR ’@Q(t - (.1'1 + Z(Au.)({]jl,l'/) — B — 1)73:/))‘ d$1
< C/ o~ Ew(t=(x1,2"))=8(Aw(z1,2") ~B~1) dy
R

< Cef/\w(t)Jré(BJrl)/ A=A 1o
B R

R

Wegen (1-12) und (1-13) folgt:
(1-10)

| frv /| (1) < Ce 0 . A=A g < o0,

Nun betrachte fo. Als Integrationsweg nimmt man nur den Teil von v mit | Re z| > M, d.h.
flm

[Aw(R) = B —1

g, = Zusétzlich zu den obigen Abschitzungen braucht man dann

FRi T Th

"R -MO M R Re

noch Abschitzungen fiir

Aw(M,x')—B-1
I ::/ / F(£+M + iy, 2") dy dz’
+Jo

Da der Integrationsbereich kompakt und von R unabhéngig ist, ist kann man [ mit , Paley-
Wiener® abschétzen und erhélt:

1] < w1 (Q)(Aw(2M) — B — 1)~

| |C —)\w(t) —- Ce—)\w(t).
a

und damit insgesamt:
—Aw(t) (A=8A)w(x)
\for| < |1] +Ce /IRNe dz
< Cef)\w(t)
Damit ist dann (1-11) bewiesen.

Fiir ungerades 7 spiegelt man v an der reellen Achse und kann dann dhnlich abschétzen, da
supp p2i—1 € {z | z; < —0} gilt. Alle anderen Fille unterscheiden sich hiervon nur durch eine
Permutation der Variablen. Damit ist dann (1-9) gezeigt.

»1.1.(2)=1.1.(3)“: Seien Q, u wie in 1.1.(2) sowie U 2 offen. Es reicht dann u € &,,)(U) zu
zeigen. Sei d > 0 so, dal U + Bs ) und wihle ein ¢ € D, () mit p|z75; = 1 sowie ein



1. w-HYPOELLIPTIZITAT

a € D) (B5) mit a|§5/2 = 1. Dann ist pu € &, und es gilt:

w)?
pu = E* P(D) pu.
Zerlege pu in uy + ug mit
uy = P(D)(1 — a)FE * (pu)
und
uy = aE x P(D)(pu)

7

Da nach Voraussetzung (1—a)E € &, ist (da supp(1—a)Nsing, supp £ C R\ By N{0} =0),
folgt aus Satz 1.3.6, daB8 P(D)(1 —a)E € &, gilt. Nach Satz I1.3.11 ist dann u; € £y C Ewy)-

Andererseits gilt pu|yip; = u|lv4p, und deswegen nach Voraussetzung:

P(D)(¢u) € Ew,)(U + Bs).
Wegen aF € £'(,,)(Bs) folgt aus Satz 11.3.11:
Uy € Eyy(U)
und damit u € &,y (V).

L11.(3)=1.1.(4)“ trivial

»1.1.(4)=1.1.(1)“: Sei 2 wie in 1.1.(4) und S 2 eine offene Kugel. Setze H := Hg und fixiere
ein beliebiges A > 0. Definiere I’ wie in Lemma 1.4 mit der dort angegebenen Topologie. Sei

Y € Dy (S) mit #(0) # 0 beliebig. Betrachte nun die Abbildung:

A:F = D)(S): p— pu.
Dann ist A offensichtlich linear und wohldefiniert, da

wa,loc 1.1.(4)
Blixp(—)\wg) c D/(W2) = pE g(wl)'

Zeige die Stetigkeit von A mit dem ,Satz vom abgeschlossenen Graphen“: Sei w, eine F-
Nullfolge mit Yu, — v in D,,. Fiir die Halbnorm p : ' — R : u +— [[t)ul|1 exp(—rwn) erhélt

man:
p(uy) = /]RN ]w/u\n\e_)“” dx — 0.

Wegen @Z)/u\n —0in S, 2 ﬁ(wl) gilt ¥ = 0 und damit v = 0.

Aus der Stetigkeit von A und der Aquivalenz der Halbnormensysteme

(llaso und (LIS )0
mit
HHHA ‘= sup ’?(2)’€AW1(R6Z)*H(Imz)
ze N

(Korollar 1.3.5) folgt die Existenz von C' > 0 und ¢ = ¢, mit:
Vu € F o lbully < Cllpullsexp-rw)

(1-16)
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Sei zg € Y mit P(z) = 0 beliebig gegeben. Setze u(x) := €@, Es gilt fiir jedes ¢ € D,y
ou = ¢(x — z) (= u € F). Wende nun (1-16) auf u an:
|1ﬁ| (O)G)\wl (Re zp)—H (Im zp)
_ |zm (ZO o Zo)e)\wl (Rez0)—H(Im 20)

= |@|(Zo)e)\wl(Rezo)fH(Imzo)

< sup |m|(ZO)QS\WI(REZU)_H(ImZO)
ze N
= lbull
< Of Il — e R dr
< (e~ w2(Rez0) R |@|(z — zp)e?w2le—Rez0) gy
Paley%\/iener C}\eHsupM,(Im 20)— 2xwa2(Re 20) (1_17)
Mit H(n) + Hsupp(n) < Dln| folgt aus (1-17)
WQ<RG Zo) C)\
D|Im z| > AMwi(Rezp) + ———) — log(———)
K |4(0)]
A C
> —w(Rezy) — log(————
K [4(0)]

Da D und C) nicht von 2, abhéngen und X beliebig war, folgt damit 1.1.(1)

2. klassische Hypoelliptizitit

Nachdem im letzten Abschnitt die w-Hypoelliptizitéit charakterisiert wurde, wird hier nun dar-
gestellt, wie der Zusammenhang zwischen der ,klassischen® Hypoelliptizitéit, der Elliptizitét
und den Gevery-Klassen ist. Hierfiir werden im wesentlichen Ergebnisse von Hormander [H2]
und die Definition von &, iiber das Wachstum der Ableitungen benutzt.

DEFINITION 2.1. Ein Polynom P heifit hypoelliptisch, wenn fiir jede offene Menge Q C R
und jedes u € D'(Q) mit P(D)u =0 bereits u € C* folgt.

Fin homogenes Polynom P heif§t elliptisch, wenn 0 die einzige reelle Nullstelle von P ist. Ein
beliebiges Polynom heifit elliptisch, wenn sein Hauptteil (der homogene Anteil von P mit dem
hochsten Grad) elliptisch ist.

Aus Satz 8.6.1 [H2] folgt, daB jede Nullosung eines elliptischen Differentialoperators reell-
analytisch ist. Da jede analytische Funktion in &£y, fiir jedes w € M’ ist, ist jedes elliptische
Polynom w-hypoelliptisch fiir jedes w € M'. Da C* = Eqog1+.)) ist, ist jeder w-hypoelliptische
Operator hypoelliptisch, und man erhilt Hypoelliptizitit als log(1 4 .)-Hypoelliptizitét.

LEMMA 2.2. Sei 0 < a < 1 und w(t) := t*. Dann gilt:

log « Y

y— .
o)

. 1
¢ (y) = —ylogy —
(@]
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BEWEIS. Es gilt ¢} (y) = sup,>¢ ry —e** = 19— . Durch eine Kurvendiskussion erhélt man:

Ty = %. Damit folgt dann die Behauptung.

LEMMA 2.3. Sei w wie oben. Fiir jedes u € &, z,y € RY gibt es C' > 0 so, daB fiir jedes
j € IN:

Nloga N

(g, DYul(z) < C (lylNe V52 ) 139 = cycf ;.

BewEIS. Nach Definition 1.3.8 gibt es ein C' > 0 so, daf fiir jedes 3 € INY
‘u(ﬁ)|(x) < Ce?uU8D
gilt. Nach Lemma 2.3 gilt:
oNeLli) — pailogj—E% -1
— (Q*W*%)j]’%i
Zusammen erhilt man daher'

. DYul(e |<Z?J1Dz> o)< ¥ (4 )Hw D) < bl S () lﬁlwlﬁluux)

|Bl=3 |Bl=j

IN

, j . . j . . s j
> (ﬁ) Hcem(ﬁz) <|yP > (ﬁ) Hcem(lﬂl) < |y CNeNeLU) > (6)
|61=3 =1 |61=7 =1 |61=3
Nloga N, . . N

= CN(|y|N)eNeel) = CN(Jy|Ne™ o ~a)jal

SATZ 2.4. Sei w € M’ beliebig gegeben. Wenn w = t* fir jedes 0 < a < 1 gilt, so ist P
w-hypoellitpisch genau dann, wenn P elliptisch ist.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, daf3 P elliptisch ist, falls P w-hypoelliptisch ist. Sei dazu u € D’
mit P(D)u = 0 gegeben. Nach Annahme und 1.1.(4) folgt u € T'M/®) fiir jedes 0 < a < 1.
Wegen Lemma 2.3 gibt es nach [H2] 11.4.7 zu jedem y € IR" und jedem 0 < a < 1 Konstanten
o, C'und ¢ > 0 so, daB fiir jedes k¥ € IN und jedes z € ¥ mit P(z) =0

kY > cko (2-1)
und
(v, 2)| < C(1 +[Rez]) (2-2)

gilt. Wegen (2-1) folgt o < 1, (2-2) impliziert 1 < 0. Fiir @ — 1 erhélt man daher o = 1. Mit
11.4.9 [H2] und 11.4.8 [H2] folgt dann p(y) = 1 fiir jedes y und daher mit Satz 11.4.12 [H2]
die Analytizitdt von u, da T = A( V) gilt.

Da aus Satz 11.4.2 [H2] folgt, daB jedes hypoelliptische Polynom P schon t*-hypolelliptisch ist,
gibt es fiir ein Polynom drei Moglichkeiten:

(1) P ist elliptisch
(2) Es gibt ein 0 < a < 1 so, da§ P t*-hypoelliptisch ist
(3) Es gibt ein u € D' mit P(D)u = 0 und sing,, supp u # (.
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