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Einleitung

Eine der &ltesten Diophantischen Gleichungen ist die Normgleichung; fiir Zahl-
korper F/E/Q sowie eine Zahl § € £ := Q(«) wird eine Zahl x € F = E£(f)
mit

N]:/g(l’) =0

gesucht oder der Nachweis, dafl es keine solche gibt. Anwendungen hiervon gibt
es z.B. in der Algebren Theorie ([1, Chapter 7] und [44, Lemmata 6.1, 6.2]).

In speziellen Situationen ist schon lange bekannt, dafl obiges Problem in endlich
vielen Schritten gelost werden kann; z.B. fiihrt dies fiir F reell quadratisch iiber
Q auf Pell’sche Gleichungen, die schon Gauss behandelt hat.

Fiir (relativ-) Galois’sche Erweiterungen F /€ hat Siegel [48] Schranken fiir den
Nenner und alle Koeffizienten einer Losung angegeben und damit gezeigt, dafl die
Gleichung konstruktiv gelost werden kann. Spéter hat Bartels [3] diese Ergebnisse
auf beliebige Erweiterungen verallgemeinert. Mit anderen Methoden als Siegel hat
Garbanati [25] fiir (absolut) Abel’sche Korper ebenfalls Schranken erhalten. Allen
drei Arbeiten ist jedoch gemeinsam, dafl die Schranken viel zu grof3 sind, um damit
in der Praxis Losungen zu finden.

Bei diesen drei Ansétzen wird zunéchst der Nenner einer moglichen Losung be-
schrinkt. In einem zweiten Schritt werden dann (endlich viele) Normgleichungen
in den ganzen algebraischen Zahlen gelost. Der Spezialfall, Normgleichungen in
Ordnungen — oder allgemeiner in Moduln — zu l6sen, ist jedoch auch aus anderen
Griinden von Interesse: Um Thue-Gleichungen zu losen, sind wir an den Losun-
gen interessiert, die in der Gleichungsordnung og[f] itber der Maximalordnung og
von & liegen [5], genauer gesagt an einer Parametrisierung all dieser Losungen.
Fiir Hauptidealtests (im Falle £ = Q) muf = ein Element des zu testenden Ideals

1



2 EINLEITUNG

sein [20, (1.7) Lemma]. Hier ist es ausreichend, ,bis auf Vorzeichen® zu losen —
Ng/e(x) = —0 ist auch zuléssig; auch reicht es hier, eine Losung zu finden.

Weitere Spezialfille ergeben sich aus Einschrankungen an 6, i.allg. wird 6 ganz
algebraisch sein. Wenn 6 eine Torsionseinheit ist, ist das Losen der Normgleichung
dquivalent zum Bestimmen der Relativ-Einheiten.

In dieser Arbeit ist der von Fincke im Rahmen seiner Dissertation entwickelte Al-
gorithmus zum Losen von Normgleichungen in Ordnungen absoluter Zahlkorper
(€ = Q, [20]) verallgemeinert, wobei die Arbeit von Jurk [31] fortgesetzt und er-
weitert wird. Ferner werden Methoden von Garbanati [24] verallgemeinert, um im
Fall von relativ Galois’schen Korpern einen Algorithmus zu erhalten, der Norm-
gleichungen in Korpern 10st.

Nachdem im ersten Kapitel zunéchst einige Notationen vereinbart werden, un-
tersuchen wir im zweiten Kapitel die Wirkung der Normabbildung auf die Ein-
heitengruppe. Die hier gewonnenen Ergebnisse werden einerseits fiir die Parame-
trisierung der Losungsmenge benttigt und andererseits, um das Problem auf ein
endliches zu reduzieren. Ferner wird dort eine fiir die Komplexitit des Verfahrens
wichtige Invariante, der relative Regulator, eingefiihrt.

Im dritten Kapitel wird die notige Gittertheorie fiir Gitter iiber Zahlkorpern ein-
gefiihrt, die benotigt wird, um das Ellipsoidverfahren entwickeln zu kénnen. Spe-
ziell stellen wir eine Verallgemeinerung des LLL-Algorithmus zur Gitterreduktion
und des Fincke-Pohst-Algorithmus zum Auszéhlen von Ellipsoiden vor.

Im vierten Kapitel werden dann die in den letzten beiden Kapiteln gewonnenen Er-
gebnisse dazu benutzt, das Ellipsoid-Verfahren zur Losung von Normgleichungen
auf Relativerweiterungen zu verallgemeinern. Fiir relativ Galois’sche Erweiterun-
gen entwickeln wir dann ein Verfahren, um die Losbarkeit im Korper zu entschei-
den und ggf. eine Losung zu finden. Zusétzlich geben wir dort ein Verfahren an,
welches nicht auf dem Auszdhlalgorithmus beruht, um Normgleichungen mittels
S-Einheiten zu losen.

Zum Schlufl geben wir einige Beispiele an, die sowohl die Méchtigkeit der vorge-
stellten Verfahren als auch deren Grenzen demonstrieren.

An dieser Stelle méchte ich mich bei Herrn Professor Dr. M. E. Pohst herzlich
fur die Betreuung wdahrend der Arbeit danken. Ferner bedanke ich mich bei Herrn
Professor Dr. G. M. Ziegler fiir die Ubernahme des Koreferats sowie bei Mar-
tin, Klaus und Jiirgen fiir die Durchsicht einer vorldufigen Fassung dieser Arbeit.
Schliefllich mdochte ich mich an dieser Stelle auch bei allen Mitgliedern der Kant-
Gruppe bedanken, ohne deren Kooperation eine Arbeit wie diese nicht entstehen
kann.



KAPITEL 1

Grundlagen

Hier werden wir zunéchst die (wichtigsten) in dieser Arbeit verwendeten Bezeich-
nungen festlegen und einige theoretische Vorbemerkungen machen.

1. Bezeichnungen

Wir wollen Normgleichungen in Relativerweiterungen algebraischer Zahlkorper un-
tersuchen, dazu betrachten wir die folgende Situation (alle angegebenen Eigen-
schaften konnen z.B. in [10, 35, 42, 46] nachgelesen werden).

F =E&(B) Essei f € Z[t] ein normiertes, irreduzibles Polynom vom Grad

m und « eine Nullstelle hiervon in einem geeigneten Erweite-

n rungskorper. Dann ist £ := Q(«) ein algebraischer Zahlkorper

vom Grad m iiber Q. Den Ring der ganzen Zahlen von £ be-

&=Q(a)  zeichnen wir mit og. Ferner sei nun g € og[t] normiert, irreduzi-

bel vom Grad n und (3 eine Nullstelle von ¢ in einem passenden

m Erweiterungskorper, dann setzen wir F := £(). Bezeichne ox

den Ring der ganzen Zahlen, og ist dann ein Dedekindring und

Q freier Z-Modul vom Rang m, or ist ebenfalls Dedekind’sch und

ein og-Modul von Rang n. Falls die Klassenzahl von og grofler als 1 ist, ist or

jedoch i.allg. nicht mehr frei iiber o¢. Spéter werden wir Kriterien angeben, um

entscheiden zu konnen, ob of frei iiber og ist. Analoges gilt auch fiir die (gebro-

chenen) Ideale von £ und F: Ideale a von £ sind frei vom Rang m tiber Z, Ideale

6 von F sind i.allg. nicht frei iiber og. Hier, wie auch in der ganzen Arbeit, sind
Ideale stets von {0} verschieden.



4 I. GRUNDLAGEN

Nge: F — & :x — Ngje(x) sei die gewohnliche Normabbildung, ebenfalls mit
Nz/e sei die Idealnorm bezeichnet. Es gilt dann

(Nzse(z)) == Npje(x)og = Nrje(vor) =1 Nrse(()).

Nz g und Ng g seien die entsprechenden Normabbildungen nach Q, es gilt Nz /g =
N, £/Q oN F/E-

Seien nun oM, ..., a™) € R die reellen Nullstellen von f und a"1+1) = q(ri+r2+1),
. ,alntr2) = q(n+2r2) ¢ C\ R die komplexen Nullstellen (r, 7o € Ny geeignet).
Die Fortsetzungen der Abbildungen (.)® : a +— a® auf & liefern dann Einbettun-
gen von € nach £% := (€)@ C C in die Konjugiertenkorper von £. Nun setzen wir
die Abbildungen noch auf den zugehorigen Polynomring £[t] fort, indem wir sie
auf den Koeffizienten operieren lassen. Die Nullstellen der Polynome g% € £@[t]
seien A7) mit 1 < j < n. Da ¢ € R[t] fiir 1 < i < r; gilt, kénnen wir 5) € R
fir 1 < j < s und B9 = gli+t) € Cmit n = s, +2t;, s; < j < s; + t; an-
nehmen (s;, t; € Ny geeignet). Wegen f@ = f(i+r2) kénnen wir zusitzlich noch
B3 = plitrad) fiir rp < i < 7+ 79 und 1 < j < n erreichen. Nach Jurk [31,
Bemerkung 3.4] nennen wir (s;,t;)1<;<,, die relative Signatur von F /€.

In [49] ist ein Algorithmus angegeben, um ein Polynom g¢; € Z[t] mit £ =
Q[t]/9zQ[t] = F zu bestimmen, so dal wir F auch als einfache Erweiterung von

Q zur Verfiigung haben. Ferner liefert dieser Algorithmus auch Einbettungen von
€ nach L, von F nach £ und von £ nach F, so dafl wir beide Darstellungen (£
und F ) benutzen kénnen, um bei Bedarf die geeignetere zu wihlen.

Dieser Algorithmus, sowie Algorithmen fiir Operationen mit Ordnungen, Idealen,
Zahlkorpern, algebraischen Zahlen und alle in dieser Arbeit vorgestellten und be-
nutzten Algorithmen sind in KANT implementiert und koénnen tiber KASH [32]
aufgerufen werden.

2. Bewertungen und Primideale

Sei Vp = VgnUV@?" die kanonische Menge exponentieller Bewertungen auf Q, d.h.,
zu jeder Primzahl p € Pg gibt es genau ein v = v, € V™ mit v,(p) = 1. Fiir jedes
ViR 3 v # v, ist v(p) = 0, und es gilt Vig° = {—log]| - |}.

Fiir einen beliebigen Zahlkorper k sei Vi die Menge der diskreten Bewertungen
auf k, die eine Bewertung aus V(ém' fortsetzen, d.h., fiir jedes V € V™ gibt es
genau ein v € V(é}“' mit V|p = v. Analog sei V;*° die Menge der Bewertungen, die
V§® fortsetzen. Fiir jedes v € Viin- definieren wir den folgenden p-adischen Betrag:
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Sei p € Py diejenige Primzahl mit v(p) # 0, dann setzen wir | - |, := p~*0). Fiir
ve V@ sell-|, = exp(—v(-)), ferner sei |0, := 0 fiir jedes v € V.

Sei nun X eine endliche Erweiterung von k. Aufgrund unserer Normierung besteht
Vi ausschlieBlich aus Fortsetzungen von Elementen aus V.. Wir schreiben V|v falls
V' € Vi eine Fortsetzung von v € V, ist. In diesem Fall sei

=V v _ W
nv|v =Ny = [’C ck ] = —
nv7@

wobei K" wie Vervollstandigung von IC bzgl. der von V' induzierten Topologie ist
und &° die Vervollstéindigung von k bzgl. v. Es gilt der fiir diese Arbeit wichtige
Zusammenhang zwischen den Betrédgen, ihren Fortsetzungen und der Norm:

| Nic/i() H |[y"9) Ymve = H El
VeV VeV
Vv Vv

oder (additiv geschrieben)
(1-1) v(Nisi(z)) = > nyiV(z)

fir z € K und v € V.

Ferner gilt die Produktformel:

IT fafzo = 1.

veVy

3. Matrizen

Da wir im néchsten Abschnitt viel mit Matrizen arbeiten werden, wollen wir einige
Abkiirzungen und Schreibweisen vereinbaren.

Sei R ein Ring. Fiir eine beliebige Matrix M € R™*™ ist M; ; das j-te Element
der i-ten Zeile, es gllt M = (Mi,j>1<i<n/‘ Mtr = (Ml'lj)l<z'<m/ mit MZ/] = Mj,z“
1<5<m! T’ ’
Fiir ein Ringelement r € R sei R"*" 3 1y = (1)1<i< die Matrix, bei der alle
1<5<n’

Eintrige gleich r sind, fiir R unitir bezeichne I,, € R"*" die Einheitsmatrix, d.h.
(L )ij = 03 ==

bezeichnen wir die Matrix aus R?*("+7") " deren Spalten durch Anhéingen der

1 ’L =7 ’ "o, . . .
. Seinun N € R”*™" cine weitere Matrix. Mit (M|N)
0 sonst.



6 I. GRUNDLAGEN

M; Jg<m

. Analog
N; j_py sonst.

Spalten von N an die von M entstehen, (M|N);; = {

Mtr
ist (N") = (M|N)". Fiir Matrizen M; € R™*™i (1 <i < o) ist

M, 0 - 0

diag(My, ..., M,) = C C| e R mi

o



KAPITEL II

Einheiten in Relativerweiterungen

Obwohl Relativerweiterungen schon langer untersucht werden, gibt es bisher kaum
Ansitze, die besondere Struktur dieser Korper bei der Berechnung der Einheiten
auszunutzen. Im Gegensatz zu z.B. der Berechnung der Maximalordnung oder
der Galoisgruppe gibt es hier kaum Eigenschaften, die sich mit relativen Metho-
den untersuchen lassen. Die wesentliche Schwierigkeit liegt darin begriindet, dafl
die Eigenschaft einer Zahl x € or, eine Einheit zu sein, nicht von der Struktur
von or als og-Modul oder Z-Modul abhédngt und, dafl es im wesentlichen diese
Strukturinformation ist, die wir zusétzlich benutzen wollen.

Fiir die Struktur der Einheitengruppe Uy in beliebigen Zahlkorpern k gilt zunéchst
einmal der Dirichlet’sche Einheitensatz:

SATZ 2.1. Sei k ein Zahlkérper. Dann gibt es Einheiten €; € o (1 < i < #V,*° —
1=:7)und { € o mit

U = () X (en) X -+ x (&),

wobei das Produkt direkt ist und (¢;) unendliche zyklische Gruppen sind. Fir die
Gruppe der Torsionseinheiten TUy von k gilt: TUy, = (().

Hieraus erhalten wir eine Darstellung von U, die vollig unabhéngig von der Struk-
tur von o als og-Modul ist. In diesem Kapitel werden wir eine andere Darstellung
von Uz finden, die die zusétzliche Strukturinformation beriicksichtigt. Speziell
die Einheiten, deren Norm Torsionseinheiten sind, werden dort eine entscheidende
Rolle spielen. Diese Einheiten sind auch fiir das Losen von Normgleichungen wich-

tig.

Schon sehr friih hat sich Artin [2] mit Einheiten der Norm 1 in relativ-galoisschen
Zahlkorpern beschéftigt. Er zeigte, dafl ein maximales unabhéngiges Einheitensy-
stem im wesentlichen durch die Anwendung der Galois-Automorphismen auf eine

7



8 I1. EINHEITEN

kleine Menge von Einheiten aus £ erhalten werden kann. In diesem Spezialfall
erhélt er so auch den nachfolgenden Satz 2.5.

Es gibt verschiedene Ansitze, die Einheitengruppe U, — oder wenigstens eine
Untergruppe U < U von endlichem Index (U, : U) — dadurch zu erhalten,
dafl die Einheiten geeigneter Teilkorper entsprechend , geliftet werden. Fiir be-
stimmte Typen von Abel’schen Zahlkorpern hat z.B. Leopoldt [37, 38] ein maxi-
males System unabhéngiger Einheiten aus zyklischen Teilkérpern bestimmt. Fiir
den Fall, da3 F die Galois’sche Hiille eines nicht Abel’schen quartischen Korpers
ist, hat Holzberg [27] gezeigt, dal eine Untergruppe von endlichem Index immer
aus den Einheiten der Teilkérper erhalten werden kann. In diesem Fall gibt es
auch Abschétzungen fiir den Index.

Fiir CM-Korper ist schon lange bekannt, dafl die Einheitengruppe einfach aus der
Einheitengruppe des maximalen reellen Teilkorpers konstruiert werden kann, da
die Einheitenrénge identisch sind. Weiter ist bekannt, daf der Index (im wesent-
lichen) maximal 2 ist [52, Theorem 4.12]. Im Fall von Kreisteilungskorpern gibt
es auch Kriterien, um den Index zu bestimmen.

Hier werden wir genauer untersuchen, wie die Einheitengruppe von F von der
von £ beeinflufit wird. Die hier vorgestellten Ergebnisse sind von zentraler Be-
deutung fiir das Losen von Normgleichungen in Relativerweiterungen. Ahnliche
Konstruktionen sind von Klebel [33] zum Losen von bestimmten Einheitenglei-
chungen benutzt worden. Es ist zu erwarten, dafl mit Hilfe dieser Ergebnisse sich
zumindest die Theorie zum Losen von Thue-Gleichungen auf den relativen Fall
iibertragen 1aft.

Der nachfolgend definierte relative Regulator unterscheidet sich von der in [14]
gegebenen Definition dadurch, dafl hier keine absoluten Invarianten von F/Q in
der Definition benutzt werden. In der hier gegebenen Definition 2.8 werden aus-
schlieBlich ,relative Invarianten® benutzt. In [4] wird eine Variante von Satz 2.9
als Definition verwendet.

1. Struktur der Einheitengruppe in Relativerweiterungen

Fiir das Losen von Normgleichungen ist die Kenntnis der Einheiten aus F, deren
Normen bestimmte Eigenschaften haben, wichtig. Im folgenden werden wir daher
die Operation der Normabbildung auf der Einheitengruppe untersuchen.

Fiir das ganze Kapitel fixieren wir eine endliche Menge V¢© C Sg C Ve und setzen

(2-1) Srp={V e Vg |3Ive Se:V|v}.
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Fiir jedes v € V¢ sei
P,:={V e Vx| Vv}.
Fixiere nun ein beliebiges V,, € P, (Vv € V) und setze

(2-2) P,:= P, \{V,},r, :=#P,.
Ferner seien rg := #S¢, rr := #S7 und Sr := Uvese P,.

DEFINITION 2.2. Seien Sg und Sr wie oben gegeben. Dann nennen wir die Fle-
mente von

Uss, ={ze&|YveVeg\Se:v(x)=0}
bzw.
Urs, ={x € F|IVV € Vp\Sr:V(x)=0}
die Sg-FEinheiten von £ bzw. Sg-FEinheiten von F.

Fiir eine Untergruppe A < Ug g, definieren wir U;_{Sf = N}‘/S_I(A) NUrs,.

BEMERKUNG 2.3. (1) Fir Sg = Vg° (und Sy = V§°) qilt Us = Uggs, und

Ur = U]:75]_..

(2) Es gilt der Dirichlet’sche Einheitensatz: Ug s, = (C) X (e1) X+ - - X (€7.—1) [3D,
V, §1], wobei ¢ eine geeignete Finheitswurzel ist (es gilt TUg = TUg g, =
(¢)) und ey, ..., €.—1 Grundeinheiten sind (d.h., sie haben unendliche Ord-
nung, das Produkt ist direkt und sie erzeugen die ganze Gruppe).

(3) Nach (2-1) und (1-1) gelten Nz/e(Ur,s,) C Us,s, und Us s, C Ur g, .

(4) Offenbar gilt A C Uz 5., da Nyje(A) = A" ist.

Als néchstes wollen wir die Struktur von U ;_37 s, bestimmen. Dazu bendtigen wir

folgendes Lemma:

LEMMA 2.4. Fir A <TUg gilt: Ué7s}_/TU}‘ ist fret vom Rang rr — re.

Bewels. Nach Bemerkung 2.3.(2) sind Ug g, /TUr und daher auch jede Unter-

gruppe hiervon frei. Es bleibt daher noch die Dimensionsaussage zu zeigen: Da
N]:/g . U]:’ST_/TU]: — U&SS/TUg : xTU]: — N]:/g(x)TUg

ein Modulhomomorphismus ist, folgt aus dem Isomorphiesatz fiir freie Z-Moduln
und aus Nzg(x) = 2™ fiir jedes x € £: (~ bezeichnet hier Z-Modulisomorphien)

U . N7 U TU ~
E,Ss/TUg ~ Bild Ng/e ~ 7/ f/Kern Nre

und daher rg Kern N].‘/g =ry —rg. Mit TUE C A fiir ein geeignetes s € N folgt
dann die Behauptung. O
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SATZ 2.5. Sei U < Ué,sf eine Untergruppe von endlichem Index. Dann gibt es
unabhingige Finheiten ¢; € U (1 < i <rz—reg+1g8A =:71) sowie eine Torsions-
einheit ¢, so daf

U=(¢) x{e1) x - x (&)

Seien A < TUg beliebig, U < Ug g, von endlichem Index. Dann gibt es Einheiten
geU (1<i<rrg—re) &eU (1 <i<re—1) sowie eine Torsionseinheit (, so
dafs

Us s NU = (C) % {e1) X -+ X {€rpmre)
und

Urs, NU = (U g, NU) x (&) X -+ X (€rp1)
gelten.

Bewers. Direkte Konsequenz aus Bemerkung 2.3.(4) und Lemma 2.4. O

Fiir den Fall £ = Q und A = {£1} = TUg erhalten wir wieder den Dirichlet’schen
Einheitensatz als Spezialfall.

Im weiteren seien A < T'Ug beliebig und U < Uz g,, von endlichem Index fixiert.

Wir werden im folgenden einen Regulator fiir Uz g_NU erkliren, der die klassische
Definition erweitert. Dies ermoglicht uns dann, Abschitzungen fiir den Index
(U%; ; (UTU‘g N U)) anzugeben, um Ug%‘; auszurechnen, ohne zunéchst Uz g,
zu bestimmen, was speziell im letzten Schritt (Aufstieg zu Fundamentaleinheiten)
wegen der hohen Korpergrade sehr aufwendig ist [55]. Ferner wird dieser Regulator
ein Maf fiir die Komplexitéit des spéter vorgestellten Algorithmus zum Losen von
Normgleichungen darstellen.

Seien nun
(2-3) Lr:Urs, — R5F : ¢ — (nv.eV(€))vesys
(2-4) Ly :Urs, — RSt e (nyeV(€))yes,

definiert. Nach [35, V, §1] ist Lr(Urs,) ein Gitter vom Rang rz — 1 im R57;
daher ist dann Lf(U‘f47Sf) ein Gitter vom Rang rz — r¢.

LEMMA 2.6. (1) Sei B € R™ %" mit B;; =a+9;;b;, a,b; € R. Dann gilt

det B = ([] bs) Zbl
=1 =1
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! ! / / B
(2) Seien B € R*™>*™ C € R™*" beliebig. Fiir B’ := <C—B> gelten dann
BB = B" (I, + C"C)B und det(B"" B') = det® B det(I,, + C*C).
Speziell gilt firm’ =1, d.h. C'=(¢1,... ,cp):

det(Ly +C"C)=1+> ¢

i=1
BEWwEIS. (1): Siehe [46, 5.6 Exercise 1].
(2): Es gilt:
. n'+m’ n’ m’
(B"B')i; = > BB ;=) BB+ (CB)i(CB),;
=1 =1 =1

(B"B);; + ((CB)"(CB));; = (B"(Iy + C"C)B);

Da alle Matrizen quadratisch sind, folgt die Aussage iiber die Determinanten.

Sei nun m’ = 1 und D := diag(cy, ... , ¢y). Wir erhalten:
L,+C"C = IL,+((1,...,1)D)"(1,...

= D(D?+1,)D.

,1)D

Mit (1) angewendet auf a = 1, b; = ¢; ? folgt daher:

det(L, +C"C) = det’ (D) [[ O ¢ +1)
1 =1

=1

= ZC?+1. O
i=1

Wir fixieren nun ein maximales unabhéngiges Einheitensystem ¢; € Ufg?f NnU
(1<i<rg—re), €U (1<i<re—1)und ¢ € TUr mit

U= <C> X <€l> X X <€Tf—1”£> X <€1> XX <€T£—1>'

Nach Satz 2.5 gibt es solche Einheiten. Definiere
TF—TE

TU - .
LiUps, NU = Z77 te=( IT & = (ni)icicrr—re,

i=1
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sowie mit {vy,... v} =9, {Vi,..., Vi,1} = P, eine Anordnung

S SNV iy —1)4+j—1 firV=V,eP,
' ‘ TFE—Te +1 fir V =V, wie in (2-2)

Damit ist 7(Sz) = [1,7#] und 7(SFz) = [1,75 — r¢]. Fiir z € RS sei R'7 3
T(.T) = (xT(i))lSigr}-' Mit
L= (nuem ' (0)(6) 1<i<r, €R7F¥FTE)
1<j<rr—re

und

L= (nr-1we 7 (0)(€))1gicrp—re € RUF TS
1<j<rr—re

erhalten wir dann die beiden kommutativen Diagramme:

Ug%‘; AU Lx RS}- Ug%i: NU i) RS}'
{ lT und { lr
FrFE-TE L R'F JrFE-TE £ s RTFTE

LEMMA 2.7. Sei I' := [0, 1]"77"¢. Dann gelten:

(1) vol, e (LT) = \/Tlyes, mv VOl(LT)

(2) vol(LT) ist unabhingig von der Anordnung der Bewertungen und dem spe-
ziell gewdhlten Finheitensystem.

BEWEIS. (1): Sei

-1 0
-1 0
(2-5) C:= 0 :
0 -1

Dann gilt:

C"C = diag(ly,, —1,- - Ly, —1)-
Nach Lemma 2.6.(1) und [23, §5 (67)] gilt dann:
(2-6) det(Z;,—rp + C"C) = [ 0.

vESe
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Aus (1-1) zusammen mit Definition 2.2 und Bemerkung 2.3.(3) folgt fiir jedes

v € Sg und jedes € € U%;
(2-7) > nveV(e) = v(Ngse(e)) = 0.
VeP,

L
Aus L = <&>, (2-6) und Lemma 2.6.(2) erhalten wir daher

det(L"L) = det(L"L) ] 7o
vESe
Wegen volff_Tg(EF) = det(L" L) [34, Appendix IT] und V012(£F) = det(ﬁ"ﬁ) =
det?(£) ist dann (1) bewiesen.

(2): Da die entsprechenden Transformationen unimodular bzw. unitér sind, folgt
die Behauptung. O

DEFINITION 2.8. Wir nennen
regz p(U) := vol(LT)
den (Sx-)Regulator von U (beziglich F/E ).
Ferner sei regge(F) := regf/g(U]{%;).
SATZ 2.9. Es qilt:
regr/o(U) = (f[ni”dl) regr/e(U) rege jo(Nr/e(U)).

=1

BEWEIS. Setze £ := (L | 7L (&),... , 7Lz (és_1)). DargL = r5 — re gilt, gibt
es ein S € GL(rx — 1,R) mit

~ Or—r
= (cftge)s

wobei (wie in (2-7)) fiir jedes v € S¢

5 Vi) = Ot =

und
Y nveV(&) = v(Nrse(&))
VeP,

gelten und daher 0.B.d.A. B von folgender Form ist:
B = (vi(Nr/e(€))) 1<i<re -

1<j<reg—1
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Seien £/, £ und B’ durch Streichen der letzten Zeile von £, £ und B definiert.

Dann gelten: .
. 1o L]0
D | B

Sei

n-—1 Mn-—1 _
Dy = diag( T (1)7(@’ - T (re 1),(@) c RF-IxrF-1
Nr-1(1),e Nr=1(rp-1),€
sowie
Dy := diag(ny, g, - Ny, _,,0) € RETTETL

Dann sind definitionsgeméf
det(DyB’) = regejo(Nrye(U))

und

Daher folgt:
regro(U) = det(D;

_ nq—*lz‘, r 1
= 11 ol | _Qregf/e(U) regeo(Nr/e(U)),

o _

e = Ny, fiir jedes V|v kénnen wir weiter schliefien:

und mit

Ty;—1 Nr=1(rg),&
= TIniig e 2% reg e (U) vege o (Nrye (V)

i=1 e nT_l(T]-')yQ
re
rvi—l
= H”Ui,@ regf/g(U)regg/Q(Nf/g(U)). H
i=1

BEMERKUNG 2.10. (1) Fir & = Q und Sg = VE&° erhalten wir wieder die alte
Definition des Regulators, d.h., es gilt:

reg(U) = regz/q(U).
(2) Fiir Sg = V&° gilt
reg(U) = 272 regz e (U) regg o (Nr/e(U))
270" D regz o (U)(Ug : TUgNgse(U)) reg(Us).
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(3) Bei der in [14] gegebenen Definition entfillt der Faktor 272~V Die dort
gegebene Definition unterscheidet sich von unserer in der Normierung der
Funktion Ly (2-3); dort wird statt mit ny.e mit nyg multipliziert. Ferner
wird dort nur der Fall Sg = V§° betrachtet.

2. Eine untere Regulatorabschitzung

In diesem Abschnitt seien A := TUg und Sg := V¢°. Wir wollen eine untere
Abschétzung fiir regz ¢ (F) herleiten, die es uns ermdglicht, mit den in [55] darge-
stellten Methoden, ausgehend von einer Untergruppe von endlichem Index, zu der
vollen Einheitengruppe , aufzusteigen“. Im Gegensatz zu unteren Schranken wie
z.B. in [22, 14] werden wir keine a-priori-Schranken erhalten; dafiir wird unsere
i.allg. groBler, d.h. schéarfer, sein.

LEMMA 2.11. Die Abbildung:
q: U = Rsg:ery > [log(|e™])[?
i=1 j=1
ist eine positiv definite quadratische Form mit Determinante

d 27“2(” 1)— Zz 1l pritre regi/g(}—)-

BEWEIS. Sei €1, ..., €,_,, €in unabhéngiges Erzeugendensystem fiir U, TUe  Dann
gilt fiir x € UrY® mit o = ¢ [[1Z, 78 el

qlz) = q( I €M

n TrFE—TEg

= ZZ Z pulog [ef"7)])

i=1j=1 I[=1
rTF—TE m n ;
= X (XY logle”[log ™))
k=1 i=1 j=1
- (:ul)?glgr]:—rg
(log ‘G(m ‘)1<2<m,1§j§n

1<k<rg-—rg

(log |ef"")1<i<m.1<j<n
1<k<rr—rg

() 1<i<rr—re

= (’LLZ>§TSZ§T]:_T£ B,tTB, (lu’l>1Sl§7“f—7“£'
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Da ¢(z) als Summe nicht negativer Zahlen nicht negativ ist, haben wir g als positiv-
semidefinit nachgewiesen. Da ¢(z) = 0 dquivalent zu © € TUx ist, ist der erste
Teil der Aussage gezeigt.

Weil definitionsgeméfl

det(B""B') = d,
gilt, miissen wir nun det B’ B’ berechnen. Um die Lemmata 2.6.(1) und 2.6.(2)
anwenden zu konnen, benotigen wir zunéchst einige Hilfsmatrizen: Fir 1 <7 <y
betrachten wir die folgenden Matrizen:

(i,1) (i,1)
log |e; 7| log\er]__irg| BZ
log‘egi’si+ti)| 10g|e(i’si+ti)|
(3,85 +1t;) +t )
10g\€1 \ log\ | (3,84 +2t;) (4,54 +2t )
, (oss420) ( +2t) log|e; "¢ ... logle, |
F— 1,8 ; 1,8 —
Bi = log |, """ log [e,. Lre | = 1og\e(i’si+ti+l)\ 10g|6 iy8; +t +1)‘
(iys;+t;4+1) (z siHti+1) 1 e
logle; " * " 1og\e Lre |
(i,8;+2t;—1) (i,85+2t;—1)
log {2 log el |
(i,8;+2t;—1) (i,8;+2t;—1) -re
logle; * " 7 ] L. logle, 1Tg |
und
Si ti—1
—1/2 .. —1/2 1 . -1
-1/2 .. —1/2 -1 .. -1 t; >0
C; = 0 ‘ I, 4
(-1 ... -1) ti=0
n—1
Fiir r; <4 < ry 4 ry definieren wir analog:
i\l i1
log eV loglel" |
Bl R . . . BZ
T : : T i,n) (i,m)
_ ) log \el | log \eTf_Tg |
log [¢{"™| log [e"™ |
og 1 g rE—TE
und
n—1
Ci=( -1 -1 )
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und
By
Br1+r2
B} C1By
!
B/ _ S/ Br1+r2 =9 Cri4rgBritry
/ )
B By 41
!
Brytry Bri4ry
Cr1+lBr1+1
CT1+’I‘2B’I‘1+’I‘2

wobei S’ S die notwendigen Zeilenvertauschungen darstellen und deswegen unitér
sind. Schliellich seien noch

Ci O 0
0 C; O 0
0 0 Cri41 O 0
B1
— : | o 0 Critro
B = : und €' := 0 .. 0 In.1 O .. 0
B'r1+r2
0 0 In_a
0 .. 0 Cri41 O .. 0
0 0 Critry
Damit folgt
B
B =5 (_) .
CB

Nach Lemma 2.6.(2) gilt det(B""B’) = det?(B)det(I + C*"C). Offensichtlich

haben wir
1

[T 2m=®5=Y det(B) = reg /g (F)
i=1
und (mit [23, §5 (67)])
r1 1472
det(I + C"C) = [[(Ls40,-1 + C7Cy) 1] (Iny +2C7C + ).

=1 i=r1+1
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Es verbleibt also nur noch det(ls,4+,—1 + CI"C;) bzw. det(2,,—; + 2CI"C;) zu

bestimmen. Fir 1 <ry,t; = 0 folgt aus Lemma 2.6.(2):

n—1
det([8i+ti_l + C?Cz') = Z(CZ)ZQ +1=n.
=1
Mir Lemma 2.6.(1) folgt:
n—1
det(2 +2¢fc;) =2"1 (D 1+ 1) =2""n.
=1
SchlieBlich sei 1 < ¢ < r; und ¢; > 0. Mit
1 S; 1 ti—1
D = diag(= -1 1
lag(27 Y 27 9 Y )
und
~ -1 ... -1
Oi -
(=)
folgt dann
det(I, 14,1 +C"c) = det?(D)det(D™2+ é.““é)
1 Si+ti—
= (—) gsighi=1( 22 +2 Z —+1
4 l=s;+1
Si 7; -1 1
(Z + 5)
n
e 2 i
4
aus
S; ti—l
~a = —— —
CI"C, = diag(0,...,0,1,...,1) + 2, 4 1.
Insgesamt gilt
1 061 ) 1 1 ., r1+re )
d, = JJ4 mexOt- )regf/g(]:) [IrI[2%7n JT 2" 'n
i=1 i=1 =1 i=r14+1
ti:() t1>0

l\)

= 97 XLt g1 QD2 regz e (F)
— ogra(n=1)=3 771 ti pridrs regf/g( )

und die Behauptung folgt. O
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LEMMA 2.12. Flir
hy:Rsp — R: 2z — cosh(v/z) — 1,

z, Yy € Rsg, A > 1 gelten:
(1) Pz +y) = ha(z) + ha(y),
(2) m(Az) = A (),

2
(3) hy ist streng monoton wachsend.

2k

BeEwers. (1): Es gilt cosh(z) = >272, {zey und daher:

ol
—

o
~
=3

1

h1(x+y) = Z—k}
1

x—l—y
(2" + %)

I
> ??‘
~— '—'

(2k)!
z) + hi(y).
(2): Da A < MF gilt, folgt die Behauptung wie in (1).

(3): Da sowohl cosh(-) als auch /¢ streng monoton wachsend sind, folgt die Aus-
sage unmittelbar. [J

LEMMA 2.13. Seienn’ € N, n’ < K € R und
hy :RY - R:z=(zq,...  Tr) YT
gegeben. Fir das Minimum M von hy unter den Nebenbedingungen

(1) Y, e* > K,
(2) Z;il et > K

qilt:

1
M > 1 arcosh®(K —n’ +1).

BEwEIS. Durch Addition der Bedingungen (1) und (2) erhalten wir (cosh(z) =
(e +e7®)):
2

(3) 2%, cosh(2z;) > K.
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Nach Lemma 2.12.(3) reicht es, das Minimum von cosh(y/4hy) abzuschétzen. Mit
Lemma 2.12.(1) gilt:

cosh \/4ho(x) —1 = cosh(4| ) (2x;)?) —1
i=1

(cosh(|2z;]) — 1)

1

:\

v
-

:\

= (cosh(2z;) — 1) > K — n/,

.
Il
—

woraus die Behauptung dann unmittelbar folgt. O

LEMMA 2.14. Sei U < Ugr eine Untergruppe von endlichem Index mit Ue < U.
Dann gilt:

(Ug . TUgN]:/g(U]:))‘(Ug : TUgN]:/g(U))|nT1+T2.

BEWEIS. Unmittelbare Folge aus Nz/¢(Us) = Ug und dem Satz von Lagrange [40,
Satz 1.7.7.]. O

Analog [55, Kapitel 2| erhalten wir nun aus Lemma 2.11 und Lemma 2.13 eine
untere Schranke fiir regf/g(]-"): Seien r:= Y11 (s; +t;) +ron—1, My, ..., M, die
sukzessiven Minima von ¢ und ~, die r-te Hermitesche Konstante. Dann gilt:

92t (=D [
J T < reggrye(F)-

(2-8)

Nun konnen wir mit Hilfe einer modifizierten Version von [55, Algorithmus 2.7]
eine untere Regulatorschranke bestimmen. Dort werden — mittels des Auszéhl-
Algorithmus 3.6 — die sukzessiven Minima teilweise bestimmt und gleichzeitig eine
untere Schranke fiir die fehlenden Minima ermittelt. Alternativ hierzu kénnen wir
auch den ungeénderten Algorithmus verwenden, um eine Schranke fiir reg,(F)
zu erhalten. Nachdem wir die n-maximale Obergruppe (d.h. p-maximal fiir jedes
p € Pg mit p|n) von Ug in Uz bestimmt haben, konnen wir mit Hilfe von Satz 2.9
eine untere Schranke erhalten.

In der Praxis sollten beide Schranken parallel berechnet werden, was einfach zu
implementieren ist, da die Hauptarbeit im Auszidhlen und Testen einer grofien
Menge von algebraischen Zahlen liegt.
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BEMERKUNG 2.15. In [45] wird das Minimum von R" > z — S 22 zusitzlich
zu den in Lemma 2.13 gegebenen Nebenbedingungen noch unter

n/
i=1

abgeschdtzt. Die dort angegebene untere Schranke erfordert i.allg. noch das Losen
mehrerer algebraischer Gleichungssysteme. Fir den Fall n' =5 ist die Schranke
explizit, es qilt

1 K—-5+2
hy > 5 arcosh%%).
Wegen arcosh’(z) — 0 fiir x — oo gilt
2 K—n+2
arcosh”(=—="=) Y

arcosh*(K —n + 1)

d.h., unsere Regulatorschranke ist fiir grofle K etwa halb so grofi wie die in [45].
Im Gegensatz zu der in [45] ist unsere Schranke jedoch explizit gegeben.

3. Konstruktion von Einheiten

Hier wollen wir kurz darauf eingehen, wie die in den letzten Abschnitten vorge-
stellten Ergebnisse fiir praktische Berechnungen genutzt werden konnen. Zunéchst

benotigen wir jedoch noch ein
LEMMA 2.16. (1) Fir jedes x € oF gilt: Lf/;(m)
(2) Seien ¢ > 0 und

M, :={x €or | Vv € Vi : v(Nre(x)) < c}.

Dann enthilt M, nur endlich viele beziiglich Uz nicht assoziierte Elemente.

€ or.

BEWEIS. (1): Konsequenz aus (1-1).
(2): Analog [46, 5 (2.3)]: Setze

M, :={z € og | Vv € V& :v(x) < c}.
Dann ist offensichtlich #M, < oo, und es reicht zu zeigen, daB fiir jedes e M,
die Menge N, := {x € or | Vv € V& : Ngje(r) = p} nur endlich viele nicht
assoziierte Elemente enthélt. Wir fixieren ein p € M, und setze T := ox/(u). Wir

zeigen nun, dafl o/ € U}y aus o =  mod pu folgt. Seien dazu o = 8 mod p
beliebig aus NV, gegeben und v € oF mit o — # = yu. Dann gilt: 5=1 +7% €or
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nach (1). Analog folgt 2 € or. Wegen Nzje(a) = Nz/e() folgt dann 3 € Uk,
mit #7 = Ng/g(p) = Negjo(p)™ < oo was die Behauptung impliziert. [

Mit Hilfe dieses Lemmas ist es moglich, die in [55, Kapitel 3] vorgestellten Metho-
den — unter Zuhilfenahme der im néchsten Kapitel vorgestellten Ideen — auch
in Relativerweiterungen zu benutzen. Jedoch sind diese ,relativen Methoden® viel
aufwendiger als die entsprechenden ,,absoluten“. Daher lohnen sie sich nur, wenn
die relative Struktur eine wesentliche Rolle spielt. Es scheint sinnvoll zu sein, zu-
erst ein maximales unabhéngiges Einheitensystem (d.h. U < Uz mit endlichem
Index) in dem entsprechenden absoluten Zahlkorper auszurechnen.

Sei nun U < Uz mit endlichem Index gegeben, ferner sei r¢ — 1 der Einheiten-
rang von €& und rx — 1 der von F. Wir fixieren in Ug/TUg ein unabhingiges
Erzeugendensystem €, ... ,€,._; und definieren einen Z-Modulisomorphismus

re—1
e Ug/TUg - 2 ie= [[ e = (n)ie) "
i=1
Analog definieren wir 1z : U/TUr — Z™*~! fiir ein beliebiges festes System von un-
abhiingigen Erzeugern von U/TUr. Ferner sei N € Z¢ ="~ o Hom(Z"# !, Z¢~1)
so gewahlt, dafl das folgende Diagramm kommutativ ist:

Nr/e

U/TUr —2£5 Ue/TU:

Zr;—l N ng—l
Wenn wir nun die spaltenreduzierte Hermite-Normalform HNF(N') ausrechnen,
erhalten wir eine Basis von Z"#~! und ein System von Einheiten wie in Satz 2.5.
Die Matrix N kann dadurch erhalten werden, dafl wir die Normen der Erzeuger
von U als Potenzprodukt der ¢; (1 < i < rg — 1) darstellen. Diese Methode 148t
sich natiirlich auch anwenden, wenn Sg D V© gilt.

Als letzter Schritt in der Berechnung der Einheitengruppe bleibt noch der Aufstieg
zu den Fundamentaleinheiten bzw. der Nachweis, da (Ux : U) = 1 gilt. O.B.d.A.
nehmen wir von nun Ugz < U an (ggf. miissen wir U entsprechend erweitern).
Mit [55, Algorithmus 4.10] vergrofern wir nun U so, dafl U p-maximal fiir p|n
wird. Mit obigem Algorithmus berechnen wir U;U‘S NU. Wie im letzten Abschnitt
erklért, konnen wir nun Ur"® bestimmen. Ein Vorteil dieser Methode ist, daB bei
den erforderlichen Wurzeltests [55, Algorithmus 4.20] nicht alle Erzeuger von U
beriicksichtigt werden miissen, sondern ,nur®“ die von U ;Ug NnU.
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Wenn wir statt Uz"¢, Uz Mo fiir eine beliebige Ordnung o C o bestimmen wollen
oder an einem Vertretersystem fiir Uz"¢ /U8 Mo interessiert sind, so kénnen wir
beides mit [55, Algorithmus 4.22] erhalten.
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KAPITEL IIT

Gitter iiber Zahlkorpern

Fiir das Losen von Normgleichungen (wie auch fiir die algorithmische Behandlung
zahlreicher anderer zahlentheoretischer Probleme) sind Z-Gitter, d.h. diskrete
additive Untergruppen des R", von grofler Bedeutung. Vermoge der Minkowski-
abbildung [46, 6 (2.6)]

2+

()
\/_Re( (r1+1) )
p:E—-R":x—
\/_Re( (ri4rz2) )
\/71II1( (r1+1) )

\/_Im( 7“1-1-7”2)

wird der Z-Modul og¢ isomorph zu einem Gitter im R™ vom Rang m.

Auf £ betrachten wir die von
To: €& = Rygix— Y |z
i=1
induzierte Metrik und auf A := ¢(og) die von dem Skalarprodukt des R™ induzierte

euklidische. Vermoge dieser Abbildung ¢ kann die von Minkowski begriindete
»Geometrie der Zahlen“ [41] auf Zahlkérper angewendet werden.

Speziell fiir das Losen von Normgleichungen ist es wichtig, dafl es sehr effiziente
Methoden gibt, um alle 2 € A mit 22 < ¢ (0 < ¢ € R) zu bestimmen [20, (2.15)
Algorithmus].

25
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Im folgenden werden wir nun die Gitterdefinition so verallgemeinern, dafl auch
Relativordnungen kanonisch mit Gittern identifiziert werden kénnen. Obwohl es
verschiedene theoretische Ansétze in der Literatur gibt, Gitter iiber anderen Struk-
turen als Z zu betrachten [8, 11, 17, 29, 39, 47, 54] und geometrische Methoden
auf Relativerweiterungen zu iibertragen [6], gibt es bisher kaum algorithmische
Betrachtungen. Jurk [31] hat in seiner Dissertation eine erste Variante fiir einen
Auszéihlalgorithmus fiir Gitter iiber Zahlkérpern gegeben.

Fiir diese neuen Gitter werden wir dann geeignete Auszihl- und Reduktionsalgo-
rithmen entwickeln. Teile dieses Kapitels sind bereits in den ANTS-II Proceedings
[19] erschienen.

1. Gitter iiber Z
Wir geben hier einen kurzen Uberblick iiber spiter verwendete Eigenschaften und
Algorithmen fiir Gitter iiber Z.
DEFINITION 3.1. Ein Z-Gitter A ist eine diskrete additive Untergruppe des R™ .
Im weiteren werden wir noch zusitzlich [A]Jz = R™ fordern, d.h., Z-Gitter sollen
vollen Rang haben. Dann gilt der folgende
SATZ 3.2. Sei A ein Z-Gitter. Dann gibt es a; € A (1 < i < n') so, daff A =

Z?;l Zaoy gilt. Die Elemente oy, . .. ,ay bilden eine Gitterbasis fiir A.

Sei nun B ein Skalarprodukt auf dem R™, Q(z) := B(x,z) die zugehérige qua-
dratische Form. Wenn wir nun eine Gitterbasis aq, ..., a, fixieren, gibt es eine
positiv definite Matrix G € R™*™ mit B(z,y) = (21,...,2,)"G(ys, ... ,Yn')
(x = XV, 204, y = 20, %), G heiBt die Gram-Matrix zu der Gitterbasis a;
(1 <i<nl). dg(A) := /det(G) ist die Gitterdiskriminante von A, sie hingt nicht
von der Wahl der speziellen Basis ab.

Seien (1, ..., By € A linear unabhéngig, dann gilt

ﬁ@(@) > 2(A),

DEFINITION 3.3. Die Zahlen
M; :=inf{\ € Roo | Fz1,... ,2; € A Z-lin. unabh. mit Q(x;) <X (1 <j<i)}

(1 <i<n') heiffen die sukzessiven Minima von A.

Fiir die Minima von A gilt der folgende
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SATZ 3.4. Seien M; (1 <i <n') die sukzessiven Minima von A. Dann gilt

/

H M,; < vﬁfd%(/\)-

i=1

Wenn wir Berechnungen in einem Gitter anstellen, sind wir normalerweise daran
interessiert, eine Gitterbasis aus moglichst kurzen Vektoren (bzgl. @) zu erhalten.
Lallg. ist es nicht moglich, eine Basis aus Vektoren a; mit Q(a;) = M; (1 <i <
n’) zu erhalten [46, 3 (3.21)], und es ist sehr aufwendig, eine minimale Basis zu
konstruieren. Es gibt jedoch einen in der Praxis sehr schnellen Algorithmus [36,
Seite 521] der eine Basis aus ,kurzen“ Vektoren errechnet, wobei ,kurz* heifit:
Q(a;) <2V M; (1 <4 <n/). Meist ist die so erhaltene Basis jedoch viel besser als
diese Abschétzung vermuten 1a8t, oft gilt sogar Q(«a;) = M; fur i = 1, 2.

ALGORITHMUS 3.5 (LLL-ALGORITHMUS).
(Input):  Ein Gitter A = 7, Zaoy,.
(Output):  Eine LLL-reduzierte Basis 3; (1 <i<n')

(Initialisierung):  Setze f; «— «; (1 < @ < n') und berechne fir (1 < i < n')
vermoge

g < BB, B;) (1<j<i)

i—1

B = Bi— 3 65 By BB )

j=1

die zugehorige Orthogonalbasis.

Setze k «— 2.

(Reduktion):  Firl <i <k setze v < |px;|, Bk < Bx — x0; und dndere die juy, ;
(1 < j <) entsprechend.

(LLL-Bedingung):  Falls

3
By, + Mi,k—lBk—l < ZBk—l

1st:
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(Tausch):  Vertausche By, und By_1 und dndere die j;; (5 € {k—1,k},1 <1< j)
und B; (j € {k —1,k}) entsprechend.

Setze k «— max{k — 1,2} und gehe nach (Reduktion).

sonst: Setze k «— k+ 1. Falls k < n’ ist, gehe nach (Reduktion), andernfalls
terminiere.

Am Ende dieses Algorithmus gilt:

(3-1) uf’jgifﬁr1§j<i§n’
und

(3-2) QB + piim1Q(Bry) > ZQ(B:—I)
(2<i<n).

Die Menge £ := {z € R" | Q(z) < ¢} fiir ein ¢ > 0 ist ein Ellipsoid mit
dem Volumen vol E = Cn/c"/dZ(A), wobei C,, das Volumen der n/-dimensionalen
Einheitskugel ist. Die Menge der Gitterpunkte von E, d.h. £ N A, kann mit dem
Auszihlalgorithmus von Fincke und Pohst [20, 21] effektiv bestimmt werden.

ALGORITHMUS 3.6 (AUSZAHLEN).
(Input):  Ein Gitter A = Z?;l Loy, eine Grammatriz G und ein ¢ € Ryg.
(Output):  Alle x € A mit Q(x) < c.

(Reduktion):  Berechne eine reduzierte Basis &; (1 <1i <n') fiir A, transformiere
G entsprechend.

(Initialisierung):  Berechne ¢;; € R mit
Qr) = Qz1, ... Tw) = qu(% + Z Gjv;)
i=1 j=i+1
mittels einer modifizierten Cholesky-Zerlequng von G [20, (2.5) Algorithmus].

Setze i «— n', T; < ¢ und M; = 0.

(Schleife):  Fiir alle x; € Z mit |x; — M;| < ,/% fihre den folgenden Schritt aus:
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Falls 1 = 1 ist, gebe v = Z?/zl xj0; aus, andernfalls setze 1 «— i — 1, M; «—
Z?:i G, T — Tiy1 — Qg1 |Tigr + M1 |* und gehe zu (Schleife).

Falls i < n' ist, setze i «<— i+ 1 und gehe nach (Schleife), andernfalls terminiere.

Fincke hat in [20, 2.15, 5.3] verschiedene Verfahren und Reduktionskriterien fiir
den Schritt (Reduktion) implementiert und verglichen. Als optimal (im Sinne
von kurzer Laufzeit) hat sich der LLL-Algorithmus 3.5, angewendet auf die duale
Basis, herausgestellt.

Fiir weitere Anwendungen notieren wir noch die folgende Definition: Ein Simplex
S C R" ist eine Menge, die durch endlich viele lineare Ungleichungen definiert
wird, d.h. sei A € R"** eine Matrix, und b € R¥ ein Vektor, dann ist

S :={zeR" IV1<j<k:> ajz; <b}
i=1

ein Simplex. Spéter werden nur beschrinkte Simplizes interessieren.

2. Gitter tiber og

Wenn wir statt Z als Koeffizientenbereich eine Ordnung o C £ zulassen wollen,
entsteht das Problem, daB o = o) aufgefaBit als Teilmenge von €Y  C nicht
mehr diskret ist.

Im folgenden werden wir uns o und £ daher immer als Teilmenge von £ ®g R =
R™ x C =: K vorstellen. O.B.d.A. sei (z®1); = 2O fiir (1 < i < 71+ 19).

Auf K werden alle Operationen (+, —, -, /, (- )) komponentenweise durchgefiihrt.
Ferner definieren wir die beiden folgenden Funktionen:

r1 T
T K - Rix=(21,...,84m) — > 2 +2> Re(z,,4)
i=1 i=1

und
1 r1+r2
n:K—-R:z— [[lal I |l
i=1 i=r1+1

Damit ist ¢(0) = A isometrisch zu 0®1 mit der von x — 7(x ® 1-2®1) induzierten
Metrik.

Wir schreiben K 3z > 0, falls z; > 0 (1 < i <1y +19) gilt.
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Fiir n und 7 besteht die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem
Mittel: Sei 0 < x € K, dann gilt:

(33) () < 7

DEFINITION 3.7. Sei G = (gi)1<k<n € K™ ™ eine Matriz. Wir definieren

1<i<m/
((gp)i)i<icm 1<i<m
G o= (g rcren = { s R _ .
o <1< ((gk)i)i<icm T +1<i<ri4+r

1<k<n/

G heift symmetrisch, wenn G = G* gilt. Die Matriz G € K™*" heifit positiv
definit, wenn fir jedes v € K™ \ {0}

2*Gx >0

qgilt.

Fiir Matrizen G € K™ *" gilt eine Verallgemeinerung des Minkowski’schen Line-
arformensatzes [29]:

SATZ 3.8. Sei G € K™*™. Dann gibt es ein 0 # x € o} so, daf

Gz @ 1) < "{nodet(G) %/ |de]

qgilt.

Jede symmetrische, positiv definite Matrix G € K™ *" definiert eine anti-hermi-
te’sche und eine quadratische Form auf K™ mittels:

B:=Bg: K" x K" — K : (z,y) — "Gy
und

Q:=Q¢: K" — RY™ C Kz — B(x,z).
Fiir 2,y € £ setzen wir zur Abkiirzung B(z,y) := B(zx ® 1,y ® 1) und Q(z) :=
Qr®1).

Nun sind wir in der Lage, Gitter iiber £ zu definieren:

DEFINITION 3.9. Sei o C € eine Ordnung. Ein o-Modul A C " mit [A]lg = EV
zusammen mit einer symmetrischen, positiv definiten Matriz G € K™*" heifit

Gitter vom Rang n’ iber o (kurz: Gitter), wenn A in der von T o Q¢ induzierten
Metrik diskret ist.
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BEISPIEL 3.10. (1) Das wichtigste Beispiel fiir Gitter ist oF zusammen mit der
(gewichteten) relativen TS/¢_Norm

n
T3/ F = R pw e (3 wigla ™ ) icicrns
=1

(mit w;; > 0). In [31, Abschnitt 3.1] hat Jurk nachgewiesen, dafl TS/¢
eine positiv definite quadratische Form ist, mit der or zu einem og-Gitter
wird.

(2) Jedes Ideal b C F bildet zusammen mit Tzf/g

ein og-Gitter.

Wie im Fall von Z-Gittern liefert die Parallelogrammgleichung die Aquivalenz
von positiv definiten quadratischen Formen und positiv definiten symmetrischen
Bilinearformen.

Fiir Gitter iiber der Maximalordnung og¢ gibt es die folgende Darstellung;:

SATZ 3.11. Sei A ein Gitter vom Rang n' ber og mit quadratischer Form Q).
Dann existieren (gebrochene) Ideale aq,... 0, vON 0g, Q... ,Qy € E™ sowie

G e K" so, daf
A= Zaiai und Q = Qg
i=1

gelten.
BEWEIS. [43, 81:3] oder [47, Theorem 1]. O

Analog zu [13] nennen wir (;, ;);<i<ns €ine Pseudobasis fiir A.

BEMERKUNG 3.12. (1) Jedes Gitter tiber o ist in kanonischer Weise ein Gitter
tber Z vom Rang mn' mit 7 o Qg als quadratischer Form.

(2) Unsere Definition fiir Gitter ist identisch mit der in [54] gegebenen. Sie
unterscheidet sich jedoch von der in [A7], da unsere Gitter nicht notwendig
frei sind, wie wir spdter sehen werden.

(3) In [47] zeigen Rogers und Swinnerton-Dyer sogar eine stirkere Aussage als
die in Satz 3.11 angegebene. Sie zeigen, daf jedes Gitter eine fast freie“
Darstellung hat, d.h., es ist méglich ay = ... = a,_1 = 0g zu wdhlen. Wir
werden spdter nochmals hierauf eingehen.

(4) Lallg. kénnen wir entweder die Ideale als ganze Ideale wihlen oder fordern,
daff a; € N (1 <i <n') gilt.

(5) Fiir jede Pseudobasis (a;,;)1<i<n bildet die Menge {a; | 1 < i < n'} eine
Basis des E™.
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(6) Es gibt effiziente Algorithmen, die aus einem og-Erzeugendensystem eine
Pseudobasis ausrechnen 7, 13, 28].

Im folgenden werden wir uns ausschliefllich mit Gittern iiber der Maximalordnung
beschiftigen. Die meisten Ergebnisse gelten jedoch fiir jedes Gitter (jeden o-
Modul), mit einer Pseudobasis.

Uber das Transformationsverhalten der Pseudobasen gibt der folgende Satz ([43,
81:7,81:8]) Auskunft:

SATZ 3.13. Seien (a;, ;) 1<i<n und (b;, B;)1<i<n Pseudobasen fir die Gitter A und
N, Fir die Transformationsmatriv T = (t;x)1<i<ny € GL(0,E) mit & T = f3;
1<k<n’
(1 <i<n') gilt:
tie €Eqb = A CA.
Fir N C A gilt zusdtzlich:

!

=1

i=1
DEFINITION 3.14. Seien A ein Gitter und (0;, a;)1<i<n €ine Pseudobasis. Die nach

Satz 3.13 eindeutig bestimmte Idealklasse [, o; heift die Steinitzklasse St(A) von
A.

Im folgenden werden wir einige Eigenschaften der Pseudobasen auflisten, die wir
spater bendtigen werden:

LEMMA 3.15. Sei A ein Gitter. Dann gelten:
(1) Sei (0;, ;) 1<i<ns €ine Pseudobasis fiir A sowie x = Z?;l i ein beliebiger
Vektor des E™. Setze
0, ={p €& |urel}
Dann ist o, o ein Ideal, und es gilt:
a;
Uz A = ﬂ —.

1<i<n’ Mi

Hi7#0
0y A heifit das Koeffizientenideal zu x in A.

(2) Sei B1,..., 0B eine Basis des E" . Dann gibt es eine hierzu adaptierte
Pseudobasis (Gi,ai)lgign/, d.h. o; € [61, c. ,ﬂi]g.

BEWEIS. [43, 81:4,81:3] O
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Die in einer Pseudobasis auftretenden Ideale sind in (fast) keiner Weise eindeutig,
wie der néchste Satz zeigt:

LEMMA 3.16. (1) Seien a,b,¢ Ideale von og. Dann gibt es o, € &€ so, dafS
¢ =aa+ (b gilt.
(2) Sei A = 6,01 + 633, C E™ mit Idealen a, 6 C € und By, Py € EY. Ferner
seien Ideale a1 und ag C € mit cl(aag) = cl(b105) gegeben. Dann gibt es oy
und ag € E™ so, daff A = ajaq + 6z gilt.

BEWEIS. (1): Konsequenz aus dem schwachem Approximationssatz [43, 22:5].

(2): Zunidchst konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl cl(6;) # cl(a;) # cl(b2) gilt,
da andernfalls die Aussage trivial ist. Nach (1) gibt es py, gy € € mit o' =
107+ o057t Setze oy = p1 By + pofs. Fiir das zugehorige Koeffizientenideal gilt
dann nach Lemma 3.15.(1):

b b _ N 1
Oy A = N2 = (M1[’11 + foby 1) t= (011) L
My p2

Nun ergénzen wir {a;} mit einem beliebigen E£-linear unabhéngigen o}, € &
zu einer Basis von £6; + £F;. Nach Lemma 3.15.(2) gibt es eine Pseudobasis
((of,a)), (05, 05)). Wegen of = poq und der Eindeutigkeit der Darstellung gilt
0y = ay/p, womit

cl(ay05) = cl(a}ah) = cl(b162) = cl(azaz)

und schliellich o}, = p/ay folgen. Somit gilt A = a1 + 00 mit ay :=af/p/. O

SATZ 3.17. Seien A ein Gitter tiber og und aq, ... 0, Ideale von og mit

n/

. . . / . .
Dann gibt es eine Basis v, ... ,an von E™ so, daf$ (a;, a;)1<i<n €ine Pseudobasis
von A ist.

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog [43, 81 CI:

Sei (b;, ;) 1<i<n eine Pseudobasis. In einem ersten Schritt dndern wir die Ideale
sukzessive zu einer fast freien Darstellung; in einem zweiten Schritt erhalten wir
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dann die gewiinschte Darstellung:

A = 0181 + - + by B

3'12(2) 0851 + B152@ + Z 0; 3;
i=2

n'—1

= Z 06@” + H [’zﬂ;{/
i=1 i=1

n'—2

n/
3.16.(2) 1" —1m 1
= Z Ogﬁi + H bian' n'—1 + an/ﬁn/
i=1

i=

~

n n'—1 n’
_ bi H ai—lﬁin + Z aiﬁz{”'
=1 =1 1=2

i

Da cl(TT™, 6;) = cl([T, a;) gilt, gibt es ein p € £ mit:

A= B+ Z 0.5 O
=2

Da mit Hilfe von [13, Proposition 1.1.] Lemma 3.16.(1) konstruktiv bewiesen
werden kann, haben wir einen Algorithmus, der eine beliebige Pseudobasis in eine
Pseudobasis mit von uns vorgegebenen Idealen iiberfiihrt. In der Praxis hat die
fast freie Darstellung jedoch keine Vorteile gegeniiber einer beliebigen Pseudobasis,
da die Erzeuger i.allg. wesentlich schlechter konditioniert sind.

Der Satz zeigt aufler der Existenz einer fast freien Darstellung auch noch, dafl ein
Gitter genau dann frei (iiber og) ist, wenn St(A) trivial ist.

DEFINITION 3.18. Sei A ein Gitter mit zugehiriger Matriz G € K™*" . Die Zahl

d(A) = \/n o det(G) [] Neso(ai)lde" "
i=1

heifit (Gitter-)Diskriminante von A.

LEMMA 3.19. Wenn wir A wie in Bemerkung 3.12.(1) als Gitter tiber Z auffassen,
gilt dz(A) = d(A).
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BEwEIs. Mit Hilfe der Parallelogrammgleichung folgt zunéchst By = 7o B. Sei
A=YV oo, €D 0 =YX dZ und o) = YL, al,w, mit einer Z-Basis
Wi, ... Wy fiir og und @f ), € Q (1 < i <n', 1 < j,k < m). Eine Z-Basis fiir A
erhalten wir daher mit

{aéai|1§i§n',1§j§m}.

Bei geeigneter Anordnung der Basiselemente hat die (Z-)Grammatrix daher die
folgende Gestalt:

ToB(atay,ata;) ... ToB(alajaley)  ToB(alay,ata;) .. ToB(a&, a,r,ata;)
GZ _ roB(ale,,at,a;) ... ToB(akaj,al,a;) ToB(a?a,,aba;) .. ToB(a&//an/ aba)
ToB(aloy,aa,) ... 7oB(al,a;,a2a,) ToB(alay,ala,) ... ToB(al a,s,aiq,)
ToB(a}al,a%an/) ... ToB(al,ay ,aﬁl o) ToB(a%awa%an/) ToB(a&, an/,a%an/)
_ — . S
T(a%a%Gl,l) T(a}na%Gl,l) T(a%a%G2,1) T(ay, aiGn’,l)
_ o . S
_ T(a%a}nGl’l) T(a}na}nGl’l) T(a%ainGll) v T(apy, ainGnlyl)
_ — . S
T(a%afGl,z) T(a}na%Glz) T(a%a%GZQ) T(ay, a%Gn’,Q)
T(a%a%/Gl,n’) T(a}na%/Gl,n’) T(E%a%/ G2,n’) T(E%’CL?HIGTLIYTLI)

Sei nun A; € K™ beliebig mit G = AA,. Dann gilt:

(at(A)1)1 o (ap (A1 (@(A12)1 - (@ (A1)g )
: : /
(a1 (A1, 1)ry4rg o (@ (A1) 4y (@F(A1)1,2)r 4rg o (a?n,(Al)l,n/)rﬁrg
(a1(AD)2,1)r4rg o (@9 (AD)2,1)r 4rg  (@2(A1)22)r 4ry o (@ (AL)g )i dro
Ay = : : : ,
(ai(Al)n/,l)Tl‘FTQ (a}n(Al)n’,l)Tl-H‘Q (a%(Al)n/,Q)Tl“'TQ N (S (Al)n’,n)T1+T2
(a%(Al)l,l)Tl_‘_l (a'}n(Al)lxl)r1+l (a‘%(Al)l,Q)Tl_‘_l (aﬁ{(Al)l,n’)rl+1

1 1 2 uy '
@A D, 40y @A, 0 @A), L @A),



36 III. GITTER

(wi(A)1,1)1 o (wm(AD)1r (wi(An)12)1 o (wm(A1)g )2
@1(AD)1,1)r 4rg - (Wm(AD)10)r 4ry W1(A1)12)r 4y o (W (AL)g )4y
Wi(A1)2,)r 47y -+ (Wm(A1)2,0)r 4ry  W1(A1)22)r 47y o (Wm(A1)2 1 )ry 4y
(W1(AD)pr D)ri4rg - (Wm(AL) s )rp4ry (W1(AL)p 2)ry4rg o (Wm (AL ey 4y
@i,y 41 @m(AD)11), 0 @(AD12), 4 e @m(AD) ),

(@1(A1)p 1) - (wm (A1) 1) (@1 (A1), 2) - (wm (A1) o)

ritry r1+ro ritry r1+ry
1 1
a1 o Ay
1 1
a‘lm a’m;m
TLI TLI
aty .. ag, ¢
TLI TLI
a‘l,m . A m
=: A3A4

Analog [29, Seite 277] folgt nun: det(As) = n o det(A;)|ds[”. Offenbar gilt
det(Ay) = T, Neso(n). Aus dz(A) = (/det(Gz) und Gy = AjA, folgt nun
die Behauptung. O

DEFINITION 3.20. Seien A ein Gitter und G € K™ > die zugehirige Matriz. Die
Zahlen

Ai = min{\ € Ryg | Jz1,... ,2; € A E-lin. unabhdngig : no Qg(x;) < A}

(1 <i<n') heiffen die sukzessiven Minima von A.

Es gilt der folgende Satz (vgl. [46, 3 (3.34),(3.37)], [39, Theorem 5, 6]):

SATZ 3.21. Sei A ein Gitter, G € K™*" die zugehirige Matrix und Ay < ... < Ay
die sukzessiven Minima. Dann gilt:

’ /

n n , d
m™n o det(G) T[] Nejolas) < (T )™ < 27 =4

i=1 i=1

BEWEIS. Seien xy,...,x, € A unabhingig mit 7 o Q(z;) = \;. Fiir das hiervon
aufgespannte freie Teilgitter A" = >, ogx; von A gilt d), > dy. Mit Hilfe der
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Hadamard’schen Ungleichung det G; < H?lzl Q(x;); folgt dann:

~

n

nodet(G") <n [ Q@ (z;)i < (=[] 70Q(z;))

Jj=1 J=1

SIH

und damit die behauptete untere Schranke.

Die obere Schranke folgt aus [39, Seite 19]. O

3. Auszihlalgorithmen fiir oc-Gitter

Fiir Z-Gitter sind zwei der wichtigsten Algorithmen die Bestimmung aller Punkte
in einer Ellipse (Algorithmus 3.6) und LLL-Reduktion (Algorithmus 3.5) der Git-
terbasis. Diese werden in diesem und dem néchsten Abschnitt auf Gitter iiber
Zahlkorpern verallgemeinert.

Zunidchst werden wir uns mit dem , Auszdhlen®“ beschéiftigen. Gegeben ist das
folgende Problem: Sei A ein Gitter iiber og, () = Q¢ die zugehorige quadratische
Form. Fiir ein beliebiges ¢ € RZ;™ bestimme alle z € A mit Q(z) < ¢. Im
Falle von Gittern iiber Z wird dles i.allg. mit dem von Fincke [20] entwickelten
Auszahlalgorithmus 3.6 gelost; fiir freie Gitter tiber Zahlkorpern hat Jurk [31]
diesen Algorithmus tibertragen. Um ihn angeben zu kénnen, bendtigen wir ein
vorbereitendes Lemma:

LEMMA 3.22. Sei A € R¥*" (A € CV*") eine symmetrische (hermitesche) po-
sitiv definite Matriz. Dann ezistieren 0 < ¢;; € R (1 <1 < n') sowie ¢;; € R
(¢:; €C) (1<i<j<n')so, dap fiir jedes x € R (x € C")

v Az =) qiilri+ D aigl
i=1 J=itl
gilt.

Bewers. Fiir den reellen Fall siche [20, (2.5) Algorithmus], fiir den komplexen:
31, Satz 3.6]. O

Der Beweis liefert in beiden Féllen einen elementaren Algorithmus, der die ,,qua-
dratische Ergénzung® durchfithrt. Wir erhalten so auch leicht eine Zerlegung von
A = R*R als Produkt zweier Dreiecksmatrizen, die Cholesky-Zerlegung.

Nun kénnen wir den Auszéhlalgorithmus formulieren:

ALGORITHMUS 3.23 (AUSZAHLEN).
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(Input):  Ein mittels einer Pseudobasis (a;, o;)1<i<n gegebenes Gitter mit quadra-

tischer Form Q = Qg sowie ein ¢ € R,

(Output):  Alle x € A mit Q(x) < c.

(Quadratische Ergénzung):  Berechne q;; € RY™ (1 < i < n') und ¢;; € K
(1 <i<j<n')gemdfl Lemma 3.22.

(Initialisierung):  Setze i < n', T; < ¢ und M; — 0 € K.

(Auszéhlen eines Koeffizienten):  Setze

T;
iy

(Schleife):  Falls K; # (), gehe zu (Nachstes Element), andernfalls setze i «— i+1.

Falls i = n' ist, beende den Algorithmus, andernfalls setze i < i+ 1 und gehe zu

(Schleife).

(Néchstes Element):  Wahle ein beliebiges x; € K; und entferne es aus K;.

Falls i = 1 ist, gebe (x1,...,x,) aus und gehe zu (Schleife), andernfalls setze
i—i—1, My — Y 1 G ®1), Ty = Tir — s (T ® 1) + Mg |? und
gehe zu (Auszihlen eines Koeffizienten).

Die Korrektheit dieses Algorithmus folgt sofort aus Lemma 3.22. Der Algorith-
mus kann auf dieselbe Art beschleunigt werden wie im absoluten Fall: Da die
gesuchte Menge, eingebettet in den K™, symmetrisch zu allen Achsen liegt, kann
der Algorithmus so gedndert werden, dafl nur die Hélfte der Punkte tatséchlich
ausgezahlt wird. Im Unterschied zum absoluten Auszédhlen miissen dann jedoch
die Mengen K; richtig angeordnet werden. Ebenfalls wie beim absoluten Verfah-
ren kénnen die Werte Q(x) leicht mitberechnet werden, es gilt Q(z1,...,x,) =
c—Ti+ quil(z1 ® 1) + M|

Es bleibt noch zu zeigen, wie der Schritt (Auszihlen eines Koeffizienten) effektiv
algorithmisch zu l6sen ist. Da a;®1 in kanonischer Weise ein Gitter ist, konnen wir
zwei Methoden sofort angeben: Wir konnen, wie von Jurk vorgeschlagen, mittels
dualer Gitterbasen die Koeffizienten beschrianken, was bedeutet, statt K; einen
geniigend groflen achsenparallelen Quader auszuzidhlen. Oder wir kénnen K; in
eine um M; zentrierte Ellipse einbetten. Es besteht jedoch, wie wir zeigen werden,
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die Moglichkeit, K; direkt auszuzdhlen, oder einen geniigend grofien Simplex zu
betrachten.

Bevor wir nun fortfahren, die einzelnen Methoden detailliert darzustellen, fixieren
wir zunéchst einmal das Problem. Wir machen dies in einem etwas allgemeineren
Rahmen als fiir Algorithmus 3.23.(Auszahlen eines Koeffizienten) bendtigt. Seien
v; € K (1 <i < m) R-linear unabhingig, ¢ € R und M € C"*"2 gegeben.
Gesucht sind nun alle z € Z™ mit

=1

Ferner sei {vf € K |1 <i<m} diezu {v; | 1 <i <m} duale Basis, d.h.

1 79

* e * * — _ 5.

b(v]',v;) = ) Vi V0 + Zvi,m—l-lvj,rl—i-l = 0; 5.
=1 =1

Wir definieren M := (Re My, ... ,Re M,,, My 1, ... , M, 4n,) € K, m; == b(M,v})
(1 <i < m) sowie

= (]2 2 2
ci= (/e +Im " My, ... /2 +1Im" M, ¢ri1, o s Crigry)-

Damit ist (3-4) dquivalent zu

m

(3-5) 1D (@ + my)v| < é

=1

3.1. Duale Basis. Wegen b(3_7", 7,0, v;) = x; gilt fiir jede Lésung x von (3-5)
und jedes 1 <57 <m:
|zj + myl? = DO (i + mi)vy, v5)
i=1

Cauchy-Schwarz m m % %
< 160> (s + ma)vi, Y (@ + mi)v;)[|b(v}, v})]

i=1 i=1
< 7(e*)b(v], v}

Daher reicht es, die Menge

X [=[T(@)b(v v5)] = my, 7 (@)b(o;, )] = m;]

1=

auszuzahlen.
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3.2. Ellipse. Aus (3-5) folgt sofort

r1+7r2 m N ri1+7r2 )
(3-6) SO (zj+my)vy)lP < > @
i=1 7j=1 i=1

Da ", v;Z in kanonischer Weise ein Gitter vom Rang m {iber Z ist, entspricht
dies dem Auszéhlen aller ganzen Punkte in einer Ellipse mit dem Mittelpunkt
M, was mit dem Fincke-Pohst Verfahren ([46, 3.17c| oder [30, Algorithmus 11])
geschehen kann.

In der Praxis sollte jedoch statt (3-6)

r1+r2 1

(3-7) > Tg‘(i(xj +m;)v;)il* <4y

i=1 G =1

ausgezéhlt werden. Denn es hat sich gezeigt, daff (3-7) viel weniger ,,unzuldssige®
Losungen « fur (3-4) liefert (d.h., z 16st (3-7), aber nicht (3-4)) als (3-6), was sich
auch geometrisch erklaren 1a3t:

Da die Anzahl der Punkte, die (3-6) bzw. (3-7) erfiillen, im wesentlichen von den
Volumina der betrachteten Ellipsen (und der Gitterdiskriminante) abhéngt, wollen
wir diese nun ausrechnen. Fiir das Volumen V; der durch (3-6) beschriebenen
Ellipse ergibt sich:

Om2r2 r1+re
‘/1 _ ( Z éi)m/2
de

=1

und fur (3-7)

Cm2r2 1 r1+72
Vy = (ri+m)™?[[& I &,

dg =1 i=r1+1

wo (), das Volumen der m-dimensionalen Einheitskugel im R™ bezeichnet. Analog
der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel folgt,
dafl V5 /V; beliebig klein werden kann, falls die ¢; verschieden sind.

3.3. Simplex. Fiir 1 <i < r;ist (3-5) dquivalent zu den linearen Ungleichungen:

(3-8) Z x+my)(v); < é

(3-9) :I:le v)i < & F M.
=1
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Fiir r1 +1 <@ < r; 4+ 79 erhalten wir notwendige Bedingungen

(3-10) £+ 2 Re(u)); < & F Re M,
=1

und

(3-11) £+ xIm(v); < & F Im M;,

=1

da |Rez| < |z| und |Im z| < |z| fiir jedes z € C gilt.

Insgesamt sind daher alle Losungen von (3-4) in dem durch die 2m Ungleichungen
(3-9) bis (3-11) definierten Simplex enthalten. Sie konnen mit einer Variante des
Fourier-Motzkin Eliminationsverfahrens [50] bestimmt werden.

Im folgenden werden wir eine solche Variante entwickeln, d.h., wir wollen alle
xr € Z™ mit

(3-12) Az <b

fiir eine Matrix A € R¥*™ und b € R* bestimmen oder feststellen, dafi der Sim-
plex unbeschrankt ist. Analog dem Gauf-Algorithmus werden wir dieses System

zunéchst in eine Dreiecksgestalt transformieren. Um Schwierigkeiten bei der No-
tation zu vermeiden, ben6tigen wir zunédchst noch einige Bezeichnungen:

BEZEICHNUNG 3.24. Ein x € Z™ mit m > | erfillt eine lineare Bedingung a “
(a € R™*Y) genau dann, wenn

l
> Toigits < @i

i=1
gilt. Den Wert

bound(a)(z) := i(otlﬂ — Y Tpi4i;)

ax i=2

nennen wir die von a und x induzierte Schranke.

Fiir eine lineare Bedingung a nennen wir lc(a) := ay den Leitkoeffizienten von a.

Der Sinn dieser Schreibweisen wird im folgenden Algorithmus unmittelbar klar:

ALGORITHMUS 3.25 (FOURIER-MOTZKIN ELIMINATION).

(Input):  Eine Matriz A € RF*™ und ein Vektor b € RF.
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(Output):  Ein endliches System B; C R™ 2 von linearen Bedingungen so, daf
r = (21,...,2,)" € Z™ genau dann eine Lisung zu (3-12) ist, wenn x jedes
a € B; erfillt (1 <i<m).

(Initialisierung): Setze i «— 1, B; < {(Ai1,... , Aim,b;) | 1 < i < k} und gebe
B; aus.

(Schleife):  Solange i < m — 1 ist, fihre die folgenden Schritte durch

(Trennen):  Setze

P «—{a € B;|lc(a) > 0},
M —{a € B;|lc(a) < 0}

und
N «—{a € B;|lc(a) = 0}.

Falls P oder M leer sind, gebe die Fehlermeldung ,Simplex ist unbeschrinkt
aus und terminiere.

Setze i «— i+ 1 und B; « 0.
(Kopieren):  Fir jedes a € N fiige in B; die folgende Bedingung ein:
(CLQ, e ,am+2_i).

(Kombinieren):  Fiir jedes Paar (a,a) € P x M erginze B; um die folgende
Bedingung:

1 1 R
IC(CI,) (0,2, s 7am+2—i) - m(ag, e 7am+2—i)-

Gebe B; aus.

(Ende der Schleife):  Terminiere.

BEWEIS. Zu beweisen ist nur die Korrektheit des Schritts (Kombinieren), da (Ko-
pieren) die Losungsmenge offensichtlich nicht &ndert und wegen A = B die
Losungsmenge des neuen Systems hochstens kleiner ist.

Seien daher 0.B.d.A. ¢ =1, P, M wie in (Trennen), (a,a) € Px M und ein x € Z™,
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welches a und a erfiillt, gegeben. Dann gelten

1
(3-13) x1 < bound(a)(z) = o (Qmi1 — Zalxz
und
1
(3-14) z (Ama1 — Zalasl = bound(a)(x) < xy,
1

dalc(a) < 0 ist. Aus (3-13) und (3-14) folgt dann (als notwendige Bedingung):
bound(~)( ) <7 < bound(a)(x)

Am41 gLm—i—l
— Zaxl——Zalxl_ o a U

Jetzt sind wir in der Lage, einen Algorithmus zum Losen von (3-4) anzugeben:

ALGORITHMUS 3.26 (SIMPLEX-ENUMERATION).
(Input):  Eine Matriz A € R¥*™ und ein Vektor b € R”.
(Output):  Allex € Z™ mit Ax < b oder die Ausgabe ,Simplex ist unbeschrinkt.

(Initialisierung):  Berechne Mengen B; C R™27% mit Algorithmus 3.25. Setze
1 m.

(Schranken):  Setze
max; < |min{bound(a)(x) | @ € B; und lc(a) > 0},
min; < [max{bound(a)(x) | a € B; und lc(a) < 0}]

und x; < min; — 1.

(Erhohe z):  Setze x; < x; + 1. Falls x; < max; ist, gehe nach (Vermindere 7).

(Erhohe i):  Setze i «— i+ 1. Falls i < m ist, gehe nach (Erhohe z), andernfalls
terminiere.

(Vermindere i):  Falls i = 1 ist, gebe x aus und gehe nach (Erhohe x).
Setze i «— 1 — 1 und gehe nach (Schranken).
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BEWEIS. Da im i-ten Durchlauf von (Schranken) nur z;,q,... ,x,, bendtigt wer-
den, um die Schranken zu bestimmen, werden nur bereits definierte Komponenten
zur Berechnung von bound(a)(z) benutzt. Im ersten Durchlauf (i = m) werden
keine z-Komponenten bendétigt.

Die Korrektheit folgt jetzt sofort aus der von Algorithmus 3.25. O

BEMERKUNG 3.27. (1) Algorithmus 3.26 ist analog dem Algorithmus zum Aus-
zdhlen von Ellipsoiden 3.6.

(2) Es ist bekannt, daff Algorithmus 3.26 in m doppelt exponentielle Laufzeit
besitzt. Der Grund hierfiir liegt zum einem darin, dafS in einem Simplex
exponentiell viele Punkte liegen konnen (z.B. —1 < x; < 1 hat 3™ viele
Lésungen); zum anderen liegt dies daran, dafl im Schritt (Kombinieren) von
Algorithmus 3.25 doppelt exponentiell viele Ungleichungen erzeugt werden.
Fiir die Praxis ist daher Algorithmus 3.26 fir m > 7 unbrauchbar, da der
Speicherbedarf fir die B; in Algorithmus 3.25 zu stark wdchst.

Fiir total-reelle Korper £ ist Algorithmus 3.26 in dem Sinne optimal zur Losung
von (3-4), daB tatséchlich nur Punkte gefunden werden, die (3-4) erfiillen. Fiir
Koérper mit gemischter Signatur (und total komplexe Korper) findet auch dieser
Algorithmus zu viele Punkte, da der Ubergang von (3-9) zu (3-10) bzw. (3-11)
nur notwendige Bedingungen liefert und dort Informationen verloren gehen.

3.4. Mischformen. Als weitere Methode wollen wir noch eine Mischform aus
Algorithmus 3.26 und 3.2 vorschlagen. Die Ursache fiir das relativ schlechte Lauf-
zeitverhalten von 3.2 liegt im wesentlichen darin, daf viel zu viele Punkte betrach-
tet werden und erst sehr spét, d.h. zum Schluf}, entschieden werden kann, ob ein
Punkt (3-4) erfiillt oder nicht. Bei Algorithmus 3.26 werden viele ,,unzuldssige*
Punkte schon frither entdeckt. Hier ist das Problem die stark wachsende Anzahl
von Bedingungen. Als Kompromifl konnen wir Algorithmus 3.25 bis zu einer be-
stimmten Stufe 7 < m durchfithren und die dann noch freien Variablen mit 3.2
beschranken.

4. Ein Reduktionsalgorithmus fiir og-Gitter

Der wesentliche Unterschied zwischen Algorithmus 3.23 und dem Fincke-Pohst
Algorithmus ist das Fehlen eines Reduktionsalgorithmus fiir die Pseudobasis des
Gitters A, in dem ausgezéhlt werden soll. Im absoluten Fall ist die Wahl einer
geeigneten Reduktionsmethode entscheidend fiir die Gesamtlaufzeit. Durch die
Reduktion wird die Anzahl der zu durchlaufenden , toten Aste, d.h. die Anzahl
der z;, die im Schritt Algorithmus 3.23.(Auszéhlen eines Koeffizienten) gefunden
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werden und sich nicht zu einer Losung ergénzen lassen, stark reduziert. Im Anhang
werden wir dazu einige Beispiele angeben, die dies unterstreichen werden.

Wir werden nun eine LLL-Variante fiir Gitter iiber Zahlkérpern entwickeln und
ihren Einflufl auf das Auszédhlen numerisch untersuchen.

BEZEICHNUNG 3.28. Sei A := Y. a;0; mit einer symmetrischen, positiv definiten
Matriz G € K™ ein Gitter mit Pseudobasis (a;, Q) 1<i<n! -

Induktiv definieren wir die zugehorige Orthogonal-Basis
i—1
o = — Z ORI
j=1

Qi j
B;

Bi = Qa(a;), aij = Ba(aj,0;) und i j :=
A<i<n,1<j<i)

Der LLL-Algorithmus versucht nun, die Ausgangsbasis zu verbessern, d.h. (fiir
E=Qund e =7)

1
(3-15) Wi < 3 firl<j<i<n
und
* * 3 *
(3-16) Qo + pij0f ) > ZQ(O%—I)

zu erreichen. Die erste Bedingung (3-15) bewirkt, daff die reduzierte Basis an-
néhernd orthogonal ist. Erreicht wird dies im Algorithmus dadurch, da$ die p; ;s
ganzzahlig approximiert werden.

Die andere Bedingung (3-16), die sog. Lovész-Bedingung, wird algorithmisch er-
reicht, indem die Basisvektoren, an denen sie nicht gilt, vertauscht werden. Mit
dieser Bedingung wird versucht, die Diskriminanten bestimmter Teilgitter zu kon-
trollieren. Zusétzlich ist sie von Bedeutung, um die Endlichkeit des Algorithmus
Zu zeigen.

Wir werden nun zunéchst die Variante fiir Gitter iiber beliebigen Ordnungen an-
geben und dann analysieren:

ALGORITHMUS 3.29 (RLLL).

(Input):  Ein G,z'tte:r A = Y a0 mit einer symmetrischen, positiv definiten
Matriz G € K™ ™.

(Output):  Eine reduzierte Pseudobasis (6;, 3;).
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(Initialisierung):  Setzte b; < a; und 3; < «;. Berechne die zu (b;, 3;) gehirige
Orthogonalbasis (3} wie in Bezeichnung 3.28.

Setze k «— 2.
(Reduktion):  Fir 1l <i < k bestimme
z € wa, ' so, daff T((pri — ) (pes — x)) minimal wird.
Ersetze By, durch By — xf3; und dndere die yy,; (1 < j <) entsprechend.

(rLLL-Bedingung):  Fualls
(3-17) (B + [prp—1]"Beo1)Neyo(0r)* < 3n(Br_1)Nejq(0x-1)*

1st:

(Tausch):  Vertausche By und Bj_1 sowie by und by_.
Andere die pu’s und B’s entsprechend.
Setze k «— max(k — 1,2) und gehe nach (Reduktion).

sonst: Setze k «— k + 1. Falls k < n’ ist, gehe nach (Reduktion), andernfalls
terminiere.

Bewels. Nach Satz 3.13 dndert die in (Reduktion) durchgefithrte Transformation
das Gitter nicht. Es bleibt daher noch die Endlichkeit des Algorithmus zu zeigen.
Dies erfolgt analog [36, (1.23)]:

Sei Ay == F 6,3 Dann gilt d*(Ay) = [1}_; n o Q(B7)Nesg(0;)? (analog Lemma
3.19). Nach Satz 3.21 gibt es ein 0 # z € Ay € A mit 70 Q(z) < m/7™"dy,.
Andererseits gilt 7o Q(x) > A; fiir das erste sukzessive Minimum von A. Da Ay
bei jedem Durchlauf von (Tausch) um einen Faktor von mindestens 3/4 kleiner
wird, kann dieser Schritt nur endlich oft durchgefiithrt werden. O

Offenbar liefert obiger Algorithmus eine Basis, die reduziert in dem folgenden
Sinne ist:

(3-18) {15 ist 7 o Q minimal in f1; ; 4 6,65
(1<i<n,1<j<i)und

(319) 10 QUE + 1By > 510 QAL
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(2 <i <n'). Im Unterschied zu (3-15) liefert (3-18) jedoch nicht genug Informa-
tion, um eine Abschitzung fiir die Giite der reduzierten Basis zu erhalten. Der
Beweis aus [36] 148t sich leider nicht verallgemeinern.

Ein weiterer Nachteil dieses Algorithmus ist, dafl bei den Transformationen, die wir
zulassen wollen, die Ideale nicht gedndert werden. Wenn sie anfanglich ,,schlecht
konditioniert* sind, wird der Algorithmus die Basis daher nicht allzu stark ver-
bessern konnen. Wir werden verschiedene Ansétze vorstellen, um die Ideale zu
dandern.

Entgegen allen Erwartungen hat sich das Finden von z in (Reduktion) in der
Praxis als harmlos erwiesen. Schon in [19] haben wir vorgeschlagen, statt z als
dichtestgelegenen Gitterpunkt auszuzihlen [46, 3 (3.17)], was in [51] als NP-hart
nachgewiesen worden ist, sich mit Approximationen zu begniigen, wie sie zum
Beispiel durch den LLL-Algorithmus gefunden werden kénnen. Beim Rechnen
von umfangreichen Beispielen haben sich dabei zwei Effekte herausgestellt:

(1) Das Ausrechnen einer LLL-reduzierten Basis fiir a;0; ", was auch dem Aus-
zéhlen vorangeht, ist fiir die betrachteten Beispiele (deg& < 12) viel auf-
wendiger als das anschliefende Auszéihlen.

(2) Der Algorithmus liefert i.allg. bessere Ergebnisse, wenn wir uns mit Appro-
ximationen begniigen. Die dichtestgelegenen Gitterpunkte waren bei fast
allen Beispielen schlechter konditioniert als die Approximationen, d.h. sie
fithrten in der Regel zu Basen aus ldngeren Vektoren.

Um die Ideale zu @&ndern haben wir im wesentlichen zwei Verfahren implementiert:

(1) Jedes 1-dimensionale Gitter b;3; wird zu 6;3; reduziert, wobei 7 o Q(ﬁz) das
erste sukzessive Minimum in 6;3; darstellt. Erreicht wird dies durch LLL-
Reduktion, bzw. Auszdhlen in dem Z-Gitter b;5; mit der quadratischen
Form z +— 70Q(z;). Auch hier haben wir wieder die Wahl zwischen kurzen
und kiirzesten Elementen. Hier jedoch scheinen die kiirzesten Elemente
besser konditioniert zu sein als bei Algorithmus 3.29.(Reduktion).

(2) In dem Reduktionsschritt &ndern wir beide Basiselemente. Dadurch haben
wir die Moglichkeit, die Idealklassen zu dndern. Hier gibt es dann wieder
zwei Moglichkeiten: Zum einen kénnen wir in dem 2-dimensionalen Gitter
0;3;+16,0, ein kiirzestes Element bestimmen (dies entspricht im wesentlichen
einer Paarreduktion) und zu einer Basis ergénzen; zum anderen kénnen wir
versuchen, die Liange von 3 (und damit die Diskriminante von A;) klein zu
halten. Implementiert ist dies als Variation in Algorithmus 3.29.(Tausch),
da es an dieser Stelle keine Rolle spielt, wenn wir [ dndern. Solange wir
garantieren, dafl B;_, oder 3;_, kiirzer werden, terminiert der Algorithmus.
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In beiden Féllen benotigen wir jedoch eine konstruktive Basisergédnzung:

LEMMA 3.30. (1) Seien Ideale by, by C &, sowie Elemente xq1,x5 € £ gegeben.
Die Kongruenzen

(3-20) r=uz; (modb;) (i=1,2)
sind genau dann simultan lésbar, wenn
(3-21) 1 =z (mod by +0y).

qilt. In diesem Fall kénnen wir eine Losung x konstruktiv bestimmen, sie
ist (mod by Nby) eindeutig.

(2) Seien A = a01 + a0 sowie 0 # 31 € A. Dann kénnen wir konstruktiv ein
By sowie Ideale 0,05 finden, so daff A = (3161 + (obs gilt.

BEWEIS. (1): Zunéchst halten wir fest, daf (3-21) eine notwendige Bedingung ist:
Angenommen z ist eine Losung von (3-20). Dann gilt 1 —x9 = 2 —x9— (v —x1) €
b1 + Do.
Sei nun ¢ := b + by sowie b; 1= 6,c~'. Da 6; und by nun koprim sind, koénnen
wir konstruktiv Elemente y; € b; mit y; + yo = 1 finden [13, Proposition 1.1.].
T := Yox1 + Y122 ist nun eine Losung von (3-20):

T — Ty = Yoy + Y122 — 1 = (1 — Y1) + 91702 — 21 = y1(22 — 1) € byc = by
(Analog fiir by).

(2): Sei nun 3; = uay + vag € A beliebig, wobei 0.B.d.A uv # 0 gilt. Wir setzen
nun b; := L N2 und by := %; gemifl Lemma 3.15.(1) gilt dann 6;3; C A.

Nach Lemma 3.15.(2) gibt es ein By = t61 + ag mit A = 0,0, + b35;. Lemma
3.15.(1) liefert dann fiir die Ideale die folgenden Bedingungen:

a1 0o a1a9
— N =V =
tu tv+1 ubq
was
(3-22) uby = (tu)ag + (tv + 1)oy
impliziert; im Falle von ¢v +1 = 0 setzen wir ;27 = €. Offenbar muB ¢ daher die
folgenden Kongruenzen losen:
b 1 b
(3-23) t=0 (mod =) und t = —= (mod E)
D) v vaq

Nach (1) konnen wir ein solches ¢ finden. Mit Hilfe von Satz 3.13 folgt andererseits,
daB jede Losung von (3-23) eine Pseudobasis (b;, 5;) (i = 1,2) liefert. O



4. REDUKTION 49

Weitere Varianten ergeben sich aus der Bedingung (3-17), die in keiner Weise
eindeutig ist. Hier gibt es zunéchst einmal die Variante, statt n die Funktion 7 zu
verwenden, um den Vergleich durchfithren zu kénnen: Tausche, falls

(3-24)  T(Bi + |ttrs—1"Be—1) Nejo(0x)™ < 37(By—1) Nejg(bp—1)?/™

gilt. Hier folgt aus (3-3) die Existenz einer gegen 0 fallenden Majorante fiir d(Ay).
Da wir in Algorithmus 3.29 die Ideale nicht &ndern, konnen wir den Test auch
ohne die Ng/q(bx)? Faktoren durchfiihren. Cohen hat in [12] vorgeschlagen, statt
der Norm das Minimum zu benutzen.

Bei dieser Variante bleibt jedoch, wie bei Algorithmus 3.29, als Hauptnachteil, dafl
die Ideale im Prinzip nicht beriicksichtigt werden, und es daher nicht moglich ist,
sie zu ,,verbessern®.

Analog zu [20, (2.15)] bietet es sich natiirlich an, vor dem Auszdhlen nicht das
Gitter selbst, sondern das duale Gitter zu reduzieren.
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KAPITEL IV

Normgleichungen in Relativerweiterungen

1. Grundlagen

Die Bezeichnungen seien wie in Kapitel II, Abschnitt 1; ferner sei A < TUk.

SATZ 4.1. Seien unabhdngige Einheiten €; € U’}{SJr (1 < i < rg—rg) gegeben.
Setze

TF—TEe

Di={) wlr(e)|xe [—%, %]}

i=1
und nye

90 = (T’V(Q))Vesf.
Zu jedem o € F mit Neje(a) =: 6 gibt es dann ein € € Uz g so, daff Lp(éo) =
v+ 0y mit y el gilt.

BEWEIS. Sei o € F mit Ng/ge(o) = 6 gegeben. Wir definieren eine Abbildung

N : RSJ: — RS‘E X = (,I'V)VES]_— = (Z xV)vGSg'
Vv

Dann ist das Diagramm
Nz/g
F — £

Lf¢=(”v,£-v)vesfl J/(""U)’UGSg::LS

RSF L, RSe
kommutativ. Wegen Nr/g(e;) € A gilt N Lp(e;) = 0 mit (1-1). Wir definieren fiir

v € Sg:
0eR™ sonst. )
VESe

o1
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Dann gilt

N(e,) = Svep, “EL5(0) = 5(0) fiir v = b, "
U 0 sonst. s .

Offensichtlich bildet {Lz(&;) |1 <i <rzg—re}U{c, | v € S¢} eine Basis des R*.
Daher gibt es z;, y, € R (1 <i <rg —re, v € Sg) mit

TF—TEe

L]:(Oé) = Z JIZ'L]:(EZ') + Z YyCy-

=1 UESg

Anwenden von N liefert:
N(Lz(a)) = (4,0(0))vese

und daher y, = 1. Damit besitzt € := [[;Z; " €, =il hun alle gewiinschten Eigen-
schaften. O

BEMERKUNG 4.2. Sei Sg = Vg° und A =TUg.

(1) Es gilt 0 = Ngjg(a) = Ngje(éa) mod TUs.
(2) Wegen
rL¢E 11
Pe{Y allse)l | €5 5)

i=1

erhalten wir aus Satz 4.1 sofort Schranken fiir die Konjugierten einer Lo-
sungsmenge von |Ngg(x)| = 0, die fir £ = Q denen in [20, (6.3) Lemmal]
entsprechen und sonst [31, Lemma 4.1] verbessern.

LEMMA 4.3. Setze

T 1

h:Rsy —]0,1]: x

z—1 log(z)
und

g:[0,1] x Rey — Ray i (1,8) = (1 — 2)t™ + o™ L.
Fiir A > 1 und vy := g(h(\), \) gilt dann

(4-1) sup g(a,A) = 1.
a€l0,1]

Umgekehrt gibt es zu jedem v > 1 ein A > 1 so, daf (4-1) gilt.
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Bewers. Um die Satzaussage auf die entsprechende Aussage in [20] zuriickzu-
fithren, benotigen wir eine Hilfsvariable. Fiir K > 1 beliebig fixiert, betrachten
wir die folgende Bijektion:

¢:Roy — Rog:x— K(z"?—1).
In [20, (6.23)] ist die Satzaussage fir ¢(v) gezeigt. O

LEMMA 4.4. Seien a € F mit Nrjg(a) =: 0 und v € Vg. Seien |.|1,...,|.|q, die
Fortsetzungen von |.|,, n; := ny, ¢, wobei 0.B.d.A. 1 <mny <ny < ...<mny gelte.
Setze I := UL {i} x [1,n;]. Seien \, v € Rsy so gewdhit, dafp (4-1) gilt. Dann
gibt es ein v = (1) jer € Z' mit:

(1) n|02/™ < X jer A al? < nyl0]3".
(2) Z(zg erTij = 0.
(3) Fiir jedes (i,7) € I gilt |ri; —log, (|a|?|0];%™)| < 1.
(4) Sei M :={i e [1,d] | #{ri;|1 <j <mn;} >1}. Dann gilt
#MS{O ny—=...="nNy
1 sonst.
Firie M gibtesj € [L,n] mitriy=...=ri;=7rijm+l=...=rs+1.

BEwEIS. Fiir d = 1 ist die Aussage trivial (d = 1 impliziert |a|y = {/]0],). Sei
daher 0.B.d.A. d > 1. Setze

(4-2) 7i = logy [af?[0], /.
Dann gilt
d
an = 0
=1
Fiir 2 S 1 S d und 1 S] S n; setze Tij = |_’7'Z'—|, €ij = Tiy —Tij 6] - %, %], m =

|— Z‘f:z nirin | und jo :=m —mnq|m/ng]. Fir 1 <j < jo setze ry; := [m/n| +1,
fur jo < j < ny setze r; := |m/nq].

Nun gelten (2) und (4), da ny|m fiir ny = ... = ng gilt. SchlieBlich seien s :=
— >4 oniei = -S4, Sl e, mi=|s],0:=s5—m, e = n% €l — 1,1

Wir werden nun analog dem Beweis von [31, Satz 4.4] die r; ; sukzessiv so abéndern,
daf (1)—(5) gelten. Hier sei (.) mod n; : Z — [1,n4].

Solange m > 0 ist, fiihre die folgenden Schritte durch:
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Bestimme ein ¢ € [2,d] mit minimalem e;;. Hierfiir gelten —1 < ¢;; < 0 und
i1 > T

Falls e;1 < ;1 :
Fir 1 < h < min(m,n;) setze €1, (h4jo) mod n1 < €1,(h+jo) modni + 1.
SchlieBlich setze m < m — min(m, ny) und jo < (jo + min(m,ny)) mod n;.
sonst:

Fir1 < h < min(m,n;) setze e; ), < e; ,+1, 755 < rip—1und 71 (jo4n) mod ny <
T1,(jo+h) mod ny T L.

SchlieBlich setze noch jy < (jo+min(m, n;)) mod n; und m < m—min(m, n;).
Falls m < 0 ist, verfahre analog.

Fiir die Menge M aus (4) gilt nun #M < 2, wobei #M = 2 hochstens dann gilt,
wenn im letzten ,sonst“-Schritt min(m,n;) = m < n; galt. In diesem Fall haben
wir M = {1, ¢} und miissen noch die folgenden Schritte durchfithren, um #M <1
zu erhalten.

Finde ,jl SO, daB3 Ti1= ... =Tij = Tiji+1 +1=...= Tin, +1 gllt

Fir ji < j < n;setze rij — rij + 1, ei; — €5 — 1, T1(4jo) modn, <
T1,(j4+jo) mod ny — 1 und €1,(jo—j) mod n1 < €1,(jo—j) mod ni — 1.

Schlieflich setze noch jo < (jo —n; +7) mod ny, falls jo = ny gilt, setze jo < 0.

Offenbar gelten nach wie vor (2) und (4). Bedingung (3) zeigen wir nun so: Es gilt
it (ry—m) =— >, 2y (rij—Ti) = — Y4, ity ey =m+0. Wegen m = 0
folgt daher: —1 < "¢, Yitpe; <lund =1 <37, (r; —7) < 1. Aus (4) folgt
2711 (r1,i7) = Jo+n1(r1,n, —71) und schliefllich —1 < —% < Tipy —T1 < % <
1. Fiir jo = 0 ist damit (3) gezeigt. Sei also jo > 0. Dann gilt jedoch 7y ,, — 71 < 0,
wegen 1 > 7y, + 1 =1 gilt (3) daher iiberall.

Um (1) zu erhalten, zeigen wir, dafl  noch eine weitere Bedingung erfiillt:

(5) Fiir a := max?_, e; 1, gelten 0 < a < 1 und ¢; ; € [a—1, a] fiir jedes (i,5) € I.
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Fiir @ := max? ,e;; und ¢ > 1 gilt €; ; € [a—1,a]. Um nun noch 7, —71; € [a—1,q]
zu erhalten, miissen wir r; ; ggf. weiter abdndern: Sei ey ; := 7 —ry; €] — 1, 1]
(I1<j<m).

Falls e;1 > a > 0 gilt: Finde iy mit e;,; = a und setze fiir 1 <h < j, mod ng:
ripe—ripn—Leip—en— 1, ripe—ripn+1lund ep < e n — 1.
jo — 0

Fiir e;,, < a —1 <0 verfahre analog: Finde 7, mit minf:2 i1 = €, und setze
fir jo <h< nq

riprip—1,eipe—ep+ 1, mp—mrp+lund ey e — 1.
jo — 0

Da die letzten Anderungen die Eigenschaften (2)-(4) nicht beeinflussen, gelten sie
nach wie vor. Damit folgt a € [0, 1] nun aus einer genaueren Analyse: Zu Beginn
unserer Umformungen galt e;; € [—1/2,1/2] fiir 2 < ¢ < d, d.h., fiir a = 1/2 und
2 < galt (5). Da wir nur die jeweils Extremalen e; ;’s geéndert haben, gilt (5)
fiir 2 <4 immer noch. Fiir i = 1 haben wir es gerade nachgewiesen.

Es bleibt noch (1) zu zeigen. Da ||, = [I_; |a|;" nach Voraussetzung und (1-1)
gilt, folgt aus (2) und der Ungleichung zw1schen geometrischem und arithmeti-
schem Mittel:

d n;
o = ([T laf2y = AT T veoteftye < 1525w
=1

i=1j5=1 zl]l

al?.

Die andere Abschéitzung erhalten wir aus:
d 7 ) (4_2) d g
(43) D> el =0 YDA
i=1j=1 i=1j=1

d n;
‘9‘12)/71 Z Z \(=(a—eij))at(a—eij)(a—1)

i=1j=1

Da z +— A* konvex ist (A > 1), folgt:
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d n;
< OIS T (1= (a— e )M+ (a— e ) A

i=1j=1

Mit 3 ; ier €i; = 0 und (4-1) erhalten wir:

(4-4)
d n;
< Ry
i=1j=1
(4-5) = mlgfy". O
BEMERKUNG 4.5. (1) In (4-3) kénnen wir trivialerweise e; ; € [—1, 1] mit

d n;
O -3 A < nAlof"

i=1j=1

abschitzen. Wegen v < X ist Lemma 4.4.(1) jedoch schdrfer.
(2) Wenn wir auf Lemma 4.4.(2) verzichten, konnen wir immer #M = 0,

ei; € [—3, 4] und S nAmoYal? < nV/ MO erreichen, indem wir r;j =
|7;] setzen. In diesem Fall erhalten wir jedoch keine untere Abschdtzung
in 4.4.(1), da wir hierfir 4.4.(2) bendtigen. Zusdtzlich ist dann die Anzahl
derr € Z!' die 4.4.(3) erfiillen viel gréfier.

(3) Analog Beispiel 3.10.(1) ist Lemma 4.4.(1) eine gewichtete quadratische
Form auf dem og-Gitter oF.

(4) Satz 4.1 zusammen mit Lemma 4.4 verallgemeinern die entsprechenden

Resultate von [20, (6.3) Satz] und [31, Satz 4.4].

2. Nenner von nicht ganzen Losungen

Im letzten Kapitel haben wir die Bestimmung von
(4-6) (S Y - Nj:/g(a) =0

fiir 6 € og auf ein endliches Problem reduziert, und mit Satz 4.1 kénnen wir
Schranken fiir hinreichend viele Bewertungen einer moglichen Losung erhalten.
Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, wie diese Information effizient genutzt
werden kann. Wenn wir jedoch statt (4-6)

(4-7) a€F: Npg(a)=0

l6sen wollen, miissen wir Schranken fiir die auftretenden Nenner finden. Wir wer-

den uns dabei auf den Fall /& Galois’sch beschrinken. Die Schranken, die es im
allgemeinen Fall gibt (siehe z. B. [3, Satz 2]) — und die mit den gleichen Methoden
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gewonnen werden konnen — sind fiir die praktische Losung von Normgleichungen
ungeeignet, da sie viel zu grof3 sind. Sie hdngen i.allg. von der Minkowski-Schranke
der Galois’schen Hiille von F ab. Im Fall einer Galois’schen Korpererweiterung
werden wir den Beweis von [25, Theorem 1] genauer analysieren, um effektive
Schranken zu erhalten:

LEMMA 4.6. Seien F/E Galois’sch und o € F mit Nrjg(a) = 60 € og. Dann gibt
es ein ganzes Ideal a C oF mit Nr/s(a) = Nrje(a)os.

BEWEIS. Sei (o) = [Tyep, [Ip oy PPN, Dann gilt

(6) = (Ngse(a)) = ] []pRePeRe
pePs Pp
= 11 p PP PR

pePg

(Mit f, := fy und e, := ey, fiir ein beliebiges (und damit alle) P|p.) Da 6 € o
ist, folgt p sy vp(a) > 0 fiir alle p € Pe. Wir fixieren nun fiir jedes p € P¢ ein
Pylp. Dann ist a := [[,cp, %:pZHﬁRa) ein ganzes Ideal mit

Nrje(a) = [ »PP2PBRY = (N7 e(a)). O

S

SATZ 4.7. Seien F/E Galois’sch und M C Px so gegeben, daf$ es zu jedem Ideal a
von F ein Ideal P € M mit cl(a) = cl(P) gibt. Ferner sei a« € F mit Nrje(a) =:
0 € og gegeben.

Dann gibt es c € og und 8 € F mit

(1) Pe > p|(c) impliziert, die Existenz eines P € M mit p|Nr/e(P),
(2) N]—'/E(ﬁ) = 9;
(3) ¢f € oF.

BeEwEIS. Sei Gal(F/€) ={o1,...,0,}.

Nach Lemma 4.6 gibt es ein Ideal a C o mit Ng/g(a) = 0. Wegen Ng/g(2) = o¢
gibt es nach [24, Lemma 6] Ideale 0, (1 < i < n) mit

~

a n O'Z'b
(4-8) — = H .
o Y

=

b
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Nach Voraussetzung gibt es 5; € F und b € M mit 0; = 8ib; (1 <i <mn). Dann
existieren k; € N sowie (; € og mit Ngse™ (6;) = (3;). Setzen wir nun

(4-9) —a H 025 Z

so erfiillt 5 (1) — (3):

Wegen Nzg(0f;) = Nrje(B;) folgt Nrje(B) = 6. Um nun Aussagen iiber den
Nenner von 3 treffen zu kénnen, schreiben wir (4-9) mit Hilfe von (4-8) um:

o pek o
) = ““L:Hl 5 U oes

b H];ﬁl U]
= pr— v ']
H_ O—’L ) - H

] 10']6
n b; Hj:l Uj i
35, L §7] H i£j
i=1 Nf/g([")
(Hg#l% DNz (0) (Hy#l% DNz (0)
1%£] 7]
— ag Ny e (6) = ag _

Bi
a H bZ(H O'jbi)N}‘/gki_l(bi)
i=1 =1
i#j

Da alle Ideale ganz sind, folgen (1) — (3) sofort. O

1
c

3. Losen von Normgleichungen (in Relativerweiterungen)

In diesem Abschnitt werden wir die in den letzten Kapiteln gewonnenen Infor-
mationen zu einem vollstdndigen Algorithmus zum Losen von Normgleichungen
zusammensetzen.

Zunachst wollen wir eines der beiden folgenden Probleme betrachten: Fiir ein
0 € og bestimme eine endliche Menge L C or so, daf§ fiir jedes x € o mit

(4-10) Nrje(x) =0
bzw.
(4-11) Nge(x) =0 (mod TUg)

ein £ € L mit Nj:/g(i’) = N]:/g(l’) bzw. Nj:/g(i’) = N]:/g(l’) (HlOd TUg) und
£ € Ur gilt, d.h., wir wollen (4-10) bzw. (4-11) bis auf Assoziierte vollstandig
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l6sen. Wir geben hier zunéchst einen Algorithmus zum Losen von (4-10) an, dazu
fixieren wir folgende Situation: Sei Sg = V¢°, Sz = VZ° und u :=rx — re. Wir
definieren

r1+72

I :=[1,r + o] x [1,n] und I, := U {i} x [1, s + t:],

wobei wir (um die Notation zu vereinfachen) s; :=n, t; := 0 fir ry <i <7 + 79
setzen, n;; = 2 flir m < ¢ < r; +rpund 5; < j < s, + ¢, Fiir alle anderen
(Z,j) c Il sei Nij = 1.

Fir ¢; >0 (1 <i <ry+1ry) seien

. ——N—
Di(c) :==diag(Cr, - .- 1y« s Crytrgy -+ 3 Critra)
und
s1+t1 Srq+rg +tr1 +ro
. ——
Dy(c) :=diag(Cr, ... €1y o+ s Crytrgs -+ s Crytrg)-

SchlieBlich betrachten wir noch folgende Abbildungen:
Li:F—R":2— (log |x(i’j)|)(i,j)€h

und
Ly: F— R2 . 2 +— (mg log |x(i’j)|)(i,j)€12'

Fir ein r > 0 seien

7,L/
Bf ={z e R" | fo < 7’2}
i=1

und
B® :={z e R" | mialx\xl| <r}.
Bei passender Anordnung der Bewertungen gilt dann Ly = —L;.

ALGORITHMUS 4.8 (LOSEN VON EXAKTEN NORMGLEICHUNGEN).

(Input):  Zahlkorper F/E und 0 € og.
(Output):  Eine Menge L wie oben beschrieben.

(Einheiten):  Bestimme ein maximales unabhingiges Einheitensystem ¢; € U :=
Ur (1<i<u).

(Lambda):  Fir 1 < i < ry + 1y wihle \; > 1 und bestimme ~; hierzu so, dajs
(4-1) gilt.
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(Ceiling):  Seien
= (0 mlyle) [ € 55 € (1.2)
und .

1
R = {reZ" n(2Dy((log™" N)izizri+r,) (T1 + —La(0)) + BrY) |
r erfillt Lemma 4.4.(2) und (4)}.

Setze L := ().
Fiir jedes r € R fiihre die folgenden Schritte durch:

(Auszdhlen):  Bestimme

2D <y 0D fiir 1< i <1y + o)

n
X, = {a € or ‘ Z)\:m
j=1

(Testen): Setze L := LU{a € X, | Ng/g(a) =6} mod U.
Gib L aus und terminiere.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, daf§ der Algorithmus ,alle“ Losungen von (4-10)
findet. Das Verfahren ist offensichtlich endlich. Sei « eine Losung von (4-10).
Nach Satz 4.1 gibt es dann eine Einheit € € U so, dafl L(ae) € T + 0, gilt, d.h., es
gilt
1
LQ(OKE) el + ELQ(H)
Hierfiir folgt:

o . B 1
(nij logy, (|8 2100 |72y o o 1€ 2D5((log ™ A 1<icr ) (D2 + 5L2(9))‘

Nach Lemma 4.4 gibt es dann ein r € R so, dafl ae € X, gilt. O

Um (4-11) statt (4-10) zu losen, muf lediglich im Schritt (Einheiten) U-"¢ anstelle
von U berechnet werden. Die Menge R aus (Ceiling) kann z.B. mit einer Variante
von Algorithmus 3.26 erhalten werden. Nach Beispiel 3.10.(1) erhalten wir X, aus
(Auszéhlen) mit Hilfe von Algorithmus 3.23.

Es bleibt noch Schritt (Lambda) zu erlautern, d.h. Kriterien fiir die Wahl von A
anzugeben. In den néchsten beiden Lemmata werden wir den Einflufl von A (und
v) auf die (zu erwartende) Laufzeit untersuchen:
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LEMMA 4.9. Seiene; € U (1 <1 < u) wie in (Einheiten) gegeben, ¢; > 0 (1 <i <
r1+1re) und
[j(c) .= D;(c)l;  j e {1,2}.

Dann gelten:

T1+72
(1) vol,(Ta(e)) = ] ¢+ " vol,(I)
i=1
und
ri+r2
vol,(Ta) = [ (si +ti) regz e (U).
i=1
(2) Sei

S, i= #(Z" 1 Dy(c)(Ts + %LQ(G)) + B,

Dann gibt es ein 0 € Rg&r”, welches nur von 'y abhdngt, so dafs fiir ¢ .=
d+c

r1+72
Se < I &7 'regre(U)(2y/n) "
=1
qgilt.

fiir ¢; = 2log ™' \;.

BEWEIS. (1): Der Beweis von Lemma 2.7.(1) kann ungeéndert iibernommen wer-
den, da dort nur ijlti log || =0 (1 <4 < 71 + ry) ausgenutzt wurde.

(2): Sei H := {z € R® | X35 n; jo;; = 0}. Dann gilt:

S, = #7200 (Dy(c)(Ty + %h(ﬁ)) + BY°)

IN

1
vol(Da(c)(I'> + ELz(e)) + B5°)

= vol(Dy(e)ls + By°)

< vol,(Dy(c)Ty + H N By®) diam(B5°)" 2.

Da vol,(I'y) > 0 gilt und 'y sowohl konvex als auch 0-symmetrisch ist, gibt es
§ € RY™ so, daBB H N BS® C Dy(§)Ty gilt. Dann folgt:

< voly(Dy(c+ 8)T)v2n .

Nach (1) folgt dann:
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rra 4t—1 T1+712
= JI " regz e (U)V2n :
i=1

(3): Sei r € R beliebig. Wir definieren 7 := (n; ;7 ;) ij)er, € D2(c)(T2 + = Lo(6)).
Sei nun ein weiteres s € R mit § = 7 gegeben. Wegen Lemma 4.4.(4) kann es
hiervon hochstens [];1,(¢; + 1) viele geben, daher folgt (3) aus (2). O

LEMMA 4.10. Die Voraussetzungen seien wie bei Algorithmus 4.8.(Auszéhlen).
Ferner sei fiir beliebiges v € 7' mit ijlti niri; =0 (1 <i<r +mry):

XT(()‘i"Vi)lgigr1+r2) =
Si+ti
{xeC2| 3 ni A"

=1

i )2 < np| 0D fiir 1< <y + )

Dann gelten:

(1) Seien X\;, v; beliebig fiziert und r wie oben. Dann gilt:

vol( B2)n™/2| Ng 1 (0) | TTELT"2 A7/ B
£X, N (0p@1) = (Bi) | Neso(0) T v —|—O(|Ng/Q(«9)\l l/n)

ldFql

fiir Ng j(0) — oo.
(2) Sei nun 6 fiziert. Im folgenden betrachten wir nur Paare (N, 7;), fir
die (4-1) gilt. In diesem Fall schreiben wir \; = A(v;), dann wdchst

#X (A7), 7i)1<i<riar) N (0F @ 1) mindestens so stark wie ([T/27" %@/2)
fiir v; — 0.

BEWEIS. Zunéchst gilt:
N 1472 /2 .
(4-12)  vol(X,((Nis Yo)rgizritrs)) = vOUBY) [T %7 INg (@)™,

=1

da 3%, r;; = 0 fiir alle 7 gilt.
(1): Direkte Folge von [35, VI, §2].

(2): Mit [46, 3 (4.3)] und (4-12). O
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Wenn wir nun davon ausgehen, daf§ die Gesamtlaufzeit T" von Algorithmus 4.8 fiir
ein festes # im wesentlichen von der Anzahl der zu untersuchenden algebraischen
Zahlen abhéngt, erhalten wir aus Lemma 4.9.(3) zusammen mit Lemma 4.10.(2)
fiir festes 6:

r1+r2 n/2
(413)T ~ S #X, N (05 ® 1) ~ #REX, N (05 @ 1) ~ [] —ig—,
reR i1 log™ TN

d.h., wir miissen \;, 7; so wéhlen, daf§ (4-13) minimal wird. Mit Lemma 4.3 kénnen
wir ~; als Funktion von \; auffassen. Da die \;’s fiir verschiedene 1 < i < ry 4 ry
offenbar unabhéngig voneinander sind, erhalten wir r; + r9 viele 1-dimensionale
Minimierungsprobleme: Wir bestimmen \; so, dafl

g(h(X), \)"/?

4-14
( ) 10g3i+ti )\Z,

minimal wird.

BEMERKUNG 4.11. (1) Das Minimierungsproblem (4-14) ist identisch mit dem
von Fincke in [20, (9.6)] betrachteten. Obige Uberlegungen verallgemeinern
daher direkt die von Fincke erhaltenen Ergebnisse.

(2) Fir kleine“ 6 sind die so erhaltenen \; nicht optimal. Hier ist das Pro-
blem, dafi das Initialisieren eines neuen Auszihlprozesses (Algorithmus
3.23) wverhdltnismdfig aufwendig ist. Hier sollten griflere Werte fir \;
benutzt werden, um die Anzahl der quadratischen Formen klein zu halten.

(3) 0 in Lemma 4.9.(2) kann — bei fitem Korpergrad mn— unabhingig von I'y
gewdhlt werden, da es eine nur von mn abhdngige Schranke fiir das erste
sukzessive Minimum im Finheitengitter gibt.

Seien nun \; und ~; fixiert. Nach Lemma 4.9.(2), Lemma 4.10.(1) und Bemerkung
4.11.(3) gilt fiir die Anzahl P, der von Algorithmus 4.8 zu betrachtenden Punkte:
l"egf/g(]: ))
|d7/ql

Mit Satz 2.9 und dem Satz von Brauer-Siegel [35, XVI, App. Theorem 5] folgt
dann:

(4—15) Prel = O(n(m+n)/2‘N€/Q(8)|

1
hrrege o(Nre(Ur)) )

(4-16) P = O(n™ 2| Ne o (6)|

Als Alternative zu Algorithmus 4.8 kénnen wir eine absolute Variante des Auszéih-
lens benutzen ([31, Algorithmus 4.10]), in dem wir in dem entsprechenden Z-Gitter
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(Bemerkung 3.12.(1)) mit der Schranke

r1+72

i=1

auszahlen. Fiir die bei diesem Algorithmus zu betrachtende Anzahl von Punkten
Prelabs gilt unter der zusatzlichen Annahme: A\ = ... = A\ 10

m/21C8F /€ (F)

(4-17) Pretabs = O(n™/+™ T,(9)
ldr 0l

).

Wenn wir Lemma 4.9.(2) und 4.10.(1) fiir &€ = Q anwenden, erhalten wir als
Abschatzung fiir die Anzahl P,,s der beim Losen von absoluten Normgleichungen
mit dem Verfahren von Fincke zu betrachtenden Punkte:

f
(4-18) Paps = O((nm)"m/2+nm|9|%).
|dr /ol
Wie bei (4-16) erhalten wir hier
1
(4—19) Pabs — O((nm>nm/2+nm|(9|_>
hr

Als néchstes wollen wir das fiir das Losen von Thue-Gleichungen wichtige Be-
stimmen von Loésungen in der Gleichungsordnung untersuchen. Im Prinzip ist es
moglich, Algorithmus 4.8 direkt zu benutzen: im Schritt (Einheiten) muf} lediglich
ein unabhéngiges Einheitensystem von U N og[3] bestimmt werden. Algorithmus
3.23 wiirde sich in diesem Fall sogar vereinfachen, da og[3] freier og-Modul ist. Bei
der Berechnung von Einheiten hat es sich jedoch gezeigt, dafl es i.allg. einfacher
ist, die Einheiten in der Maximalordnung auszurechnen, da dort effizientere Algo-
rithmen, die z.B. die Dedekindring-Eigenschaften von o ausniitzen, bekannt sind.
Speziell bei den Normgleichungen kénnen wir diese Eigenschaften z.B. dazu aus-
nutzen, um die Anzahl der nicht assoziierten Losungen vorher abzuschétzen oder
ggf. sogar auszurechnen. Wenn die Anzahl der Losungen von (4-11) bekannt ist,
reduziert sich die Laufzeit drastisch, da wir Algorithmus 4.8 entsprechend friither
beenden konnen. Wie wir diese Informationen auch fiir das Losen in Gleichungs-
ordnungen benutzen konnen, zeigt

ALGORITHMUS 4.12 (NORMGLEICHUNGEN IN BELIEBIGEN ORDNUNGEN).

(Input):  Zahlkorper F/E, o eine Ordnung von Fund 6 € og.

(Output):  Eine vollstindige Menge L C o von Lésungen, d.h., fir jedes x € o
mit Nz je(x) = 0 existiert ein @ € L mit Nr)g(2) =0 und Z/x € o.
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Bestimme mit Hilfe von Algorithmus 4.8 eine vollstindige Menge L von Lisun-
gen in der Maximalordnung.

Bestimme mit Hilfe von [55, Algorithmus 4.22] eine Menge U, C Uz so, daf

_U;
Uo = I/U}ﬂo

gilt.

Setze .
L—{ex|xeLundeeclU,}No

und terminiere.

BEWEIS. Zu zeigen ist nur, dafl die Menge L vollstindig ist: Sei z € o mit
Ng/e(x) = 0 beliebig. Nach Konstruktion gibt es dann ein & € L mit Nz/e(Z) =0
und Z/x € Uk. Daher gibt es ein ¢ € U, mit €/ € o; hierfiir gilt aber ez € L. [

Wenn wir uns nun anschauen, wieviele Punkte wir betrachten miissen —

regr/e (F))

i ) + #Uo#L

(4-20) Py = O(n!™ ™2 Ne o (0)|

fiir Algorithmus 4.12 und

res (U 00),
do

bei Algorithmus 4.8 — so scheint sich dieses Vorgehen nur zu lohnen, wenn % <

1 gilt. In der Praxis hat sich dagegen Algorithmus 4.12 als iiberlegen herausgestellt.

Hier werden i.allg. viel weniger quadratische Formen betrachtet.

(4-21) Py = O(n!™ ™2 Ne o (0)

Mit dem néchsten Algorithmus werden wir nun die Losbarkeit von (4-10) in F
untersuchen. Hier werden wir nur eine Losung suchen, da es nicht klar ist, was
massoziiert“ fiir nicht ganze Elemente bedeuten soll.

Im folgenden sei
F /& Galois’sch.

ALGORITHMUS 4.13 (NORMGLEICHUNGEN IN KORPERN).

(Input):  Zahlkorper F/E Galois’sch sowie 0 € og.
(Output):  Ein x € F mit Nrjg(x) = 0 oder ,Gleichung hat keine Losung®

Bestimme eine Menge M wie in Satz 4.7.
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Fiir Sg :== V& U{v, | o€ M : v,(Ngje(a)) > 0} und Sy wie in (2-1) berechne

U= Uk, = x e1) X = X {erpre).

Setze
o= J[ P2 VRl

PeM

Benutze Algorithmus 4.8 um eine Losung x € b von (4-10) zu finden, d.h., beende
den Algorithmus, falls L # 0 gilt.

Gib entweder eine Losung x oder ,Gleichung hat keine Losung® aus.

BEWEIS. Sei x € F eine Losung von (4-10). Nach Satz 4.7 gibt es ein z; € F mit
Vp(x1) > 0 fiir P € Ve \ Sr, dh. z; € 0F. Mit Satz 4.1 folgt dann die Existenz
von ro € 0. [

Es bleibt noch das Problem, eine geeignete Menge M zu finden. Gute Schranken
bekommen wir, falls die Menge M klein ist, d.h. moglichst nur aus den Erzeugern
der zyklischen Faktoren der Klassengruppe besteht. Da wir im néchsten Schritt
dann Sg-Einheiten berechnen miissen, bietet es sich an, die Klassengruppe zu
bestimmen, da es sehr schnelle kombinierte Algorithmen gibt, mit denen zuerst die

Klassengruppe bestimmt werden kann und dann, mit den so gewonnenen Daten,
die Sr-Einheiten [26].

Andererseits, wenn wir ohnehin die Sz-Einheiten Gruppe fiir eine geniigend grofie
Menge Sr bestimmt haben, kénnen wir sie auch nutzen, um die Normgleichung
direkt zu losen. Jede Losung von (4-11) ist eine Sz-Einheit, wenn Sg alle zur
Faktorisierung von # benotigten Primideale enthélt:

ALGORITHMUS 4.14 (NORMGLEICHUNGEN MIT Sz-EINHEITEN).

(Input):  Zahlkorper F/E sowie 0 € og.

(Output):  Eine vollstindige Menge L C or von Ldsungen, d.h., fir jedes x € or
mit Nge(x) =60 mod TUg existiert ein & € L mit Nr/g(Z) =6 mod TUs und
T/x € oF.

(S-Einheiten):  Setze Sg «— {v € VL™ | v(0) > 0} U VE® und Sy wie in (2-1).
Berechne Einheiten €; (1 < i <rg—rg)undé (1 <i<rg—1) fir A=TUg
gemdyj$ Satz 2.5.
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(Losung in F):  Berechne Matrizen B € Z5¢*0¢=Y) und b € Z% mit B,; =
v(Ng/e(€5)) und b, = v(0)

Wenn das lineare Gleichungssystem Bx = b in Z nicht losbar ist, setze L « ()
und terminiere, andernfalls sei v € Z'¢~1 die Lésung.

Setze ag «— [I5] €°.

(Losung in ox):  Berechne Finheiten €, € U}F%‘; \Ur (1 <i<u:=rg—re—
HVE 4 #VP) mit

TU,
(4-22) Ur.s7 Iy, = UF" x () x -+ x {€))

Berechne Matrizen B € Z57*" und b € Z57 mit By,; = V(€}) und by =V (ay).
Setze
(4-23) Ly —{xe€Z"| Bx+b>0},

u
L—{ao]€"

i=1

xELO}

und terminiere.

BEWEIS. Da Nz/g(a) = Ngje(ag) =6 mod TUg fiir jedes o € L gilt, bleibt noch
#L < oo und die ,, Vollstandigkeit® von L zu zeigen.

Da das Produkt in (4-22) direkt ist, gilt fiir oy, ay € L:

L EURE\UF U1,

)

d.h., @ und a» sind nicht assoziiert. Da es nur endlich viele nicht-assoziierte ganze
Losungen gibt und nach Konstruktion L C ox gilt, folgt #L < oo.

Sei nun o € oF mit Ng/e(o) = 0 mod TUg beliebig fixiert. Aus V(a) > 0 fiir
jedes V € VA erhalten wir {V € VA | V(a) > 0} C Sz, Satz 2.5 impliziert

rE—re re—1

— T =T;
o= ]I & Il &
=1 =1

mit geeigneten Exponenten z;, ; € Z. Weiter folgt aus Ng/e(e;) € TUg, daBl
(Zi)1<i<re—1 €ine Losung von Bz = b in Schritt (Losung in F) ist. Da B von vollem
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Rang ist, gilt [[/¢]' € = ap. Wiederum mit der Direktheit von (4-22) folgt die
Existenz einer Einheit e € Ur N U}F%‘; sowie Exponenten y; € Z (1 <14 < u) mit

rE—Tg U
. .
[T e =€][€".

=1 =1
Mit o € oFr fOlgt daher (yi>1§i§u € Lg. O

Eine Variante dieses Algorithmus ist offenbar auch geeignet, um Algorithmus 4.13
zu ersetzen. Wir miissen lediglich die Menge Sg wie dort beschrieben erweitern
und dann nach Schritt (Losung in F) terminieren. Der kritische Schritt in 4.14
ist (Losung in ox). Hier konnen wir Algorithmus 3.26 einsetzen, haben aber die
in Bemerkung 3.27.(2) beschriebenen Probleme, wenn u grof§ wird. Sind wir nur
daran interessiert, die Losbarkeit zu iiberpriifen und ggf. eine Losung zu finden,
so konnen wir mit dem Simplex-Algorithmus (z.B. [15, 6.3]) einen (extremalen)
Punkt in Ly suchen.

Eine weitere Variante von (4-11) ergibt sich, wenn wir statt nach Losungen in
or nach Losungen in einem beliebigen Modul M suchen. Da die Einheiten i.allg.
nicht auf M operieren, ist es uns nicht moglich ohne weitere Informationen den
Bereich, den wir durchsuchen miissen, einzugrenzen. Wenn wir jedoch Schranken
fiir die Losung (alle Losungen) kennen, konnen wir die Menge I'y + +Ly(f) aus
Algorithmus 4.8.(Ceiling) durch die durch die Schranken gegebene Menge ersetzen.
Dies ermoglicht es, die hier vorgestellten Verfahren z.B. zum Loésen von Thue-
Gleichungen einzusetzen. Denn dort liefert die Theorie der Thue-Gleichungen
Schranken fiir mogliche Losungen.



KAPITEL V

Beispiele

Hier présentieren wir einige Beispiele, die sowohl die Vorteile der neuen Methoden
als auch deren Grenzen demonstrieren sollen. Wir beginnen mit dem Reduktions-
algorithmus 3.29.

1. Reduktion

Den Reduktionsalgorithmus werden wir in zwei Anwendungen demonstrieren: zum
einen zum Beschleunigen des Auszéhlens (analog [20, (2.15)]) und zum anderen
zum Auffinden eines ,,schoneren* Polynoms, um einen Zahlkorper zu erzeugen.

1.1. ,,Schonere*“ Polynome. Bei Problemen, bei denen das erzeugende Poly-
nom der Relativerweiterung ausgerechnet oder von einem Anwender vorgegeben
wird, stellt sich oft das Problem, dafl dieses spezielle Polynom ,schlecht kondi-
tioniert ist“, d.h., nachfolgende Berechnungen brauchen zu viel Zeit. Oft kann
dies dadurch beschleunigt werden, daf} ein anderes Polynom mit kleineren Koef-
fizienten (weniger Stellen) oder kleinerem Index (kleinerer Norm des Indexideals)
benutzt wird. Um ein solches Polynom zu finden, gibt es auch im absoluten Fall
keinen Algorithmus, der garantiert, dafl das bestmdogliche Polynom gefunden wird.
Es ist nicht einmal klar, was ,,ein“ bestmogliches Polynom sein soll. Die Verfah-
ren, mit denen in der Praxis versucht wird, ein ,besseres“ Polynom zu finden,
berechnen eine LLL-reduzierte reelle Basis der Maximalordnung und testen dann,
ob die neuen Basiselemente , bessere“ definierende Polynome liefern. Da es pas-
sieren kann, dafl kein Basiselement primitiv ist (d.h. den Korper erzeugt), werden
,kleine“ Linearkombinationen der Basiselemente betrachtet. Nach dem Satz von
Sonn und Zassenhaus [46, 2 (12.23)] ist dies ausreichend, da es unter allen Linear-
kombinationen von Basiselementen mit den Koeffizienten 0 und 1 mindestens ein
primitives Element gibt.

69
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Um nun ein ,,schoneres” Polynom zu finden, gehen wir wie folgt vor: Zunéchst
berechnen wir eine geeignete Oberordnung o der Gleichungsordnung; i.allg. ist
dies die Maximalordnung. Dann erzeugen wir das zugehorige Gitter wie in Beispiel
3.10.(1), das wir mit Hilfe von Algorithmus 3.29 reduzieren. Sei nun (e;, ;) eine
reduzierte Pseudobasis fiir o fiir die 0.B.d.A. «; € o gelten soll. Fiir jedes primitive
x =", x;a; mit x; € {—1,0, 1} berechnen wir nun den Index der von z erzeugten
Gleichungsordnung in o. Unter allen x mit minimalem Index wéhlen wir nun eines
mit minimalem 7o T/ (). Wenn der Korpergrad zu gro8 wird, um alle diese 3"
Elemente zu testen, hat es sich bewéahrt, abzubrechen, wenn der Minimalindex in
den letzten 20 (30, 40, ...) Versuchen nicht mehr kleiner geworden ist.

Im Unterschied zu der absoluten Variante dieses Algorithmus hat es sich gezeigt,
dafl Algorithmus 3.29 wesentlich empfindlicher auf schlecht konditionierte Ein-
gangspseudobasen reagiert, d.h., wenn das Relativpolynom extrem schlecht kon-
ditioniert ist, kann es auf diese Art nicht (oder nur minimal) verbessert werden.

Die ersten Beispiele sind erzeugende Polynome fiir Hilbert’sche Klassenkorper, wie
sie mit dem in [16] beschriebenen Verfahren berechnet worden sind.

Wir starten mit einem kubischen Kérper mit Klassenzahl 3:

£:=0Q(a) |[a®*+a*—11a+37=0
2

2

[og : Z]a]] = 2, dg = —9748

wi =1, wy =, w3 =%

Foeg() 33 4 (18759w; — 1362wy — 2256ws) 3

= — (495907w; + 338576ws, + 101840ws) = 0
p =1 a1 = o¢
o = 2w + 2ws + (8 02:§05

pz = 5wy + 4wz + 8wy + (w2 +ws) B + 7| a3 = goe

[0}‘ : 05[6]] = 2705, Ng/@([Oj: . 05[6]]) = 19683

Wir erhalten folgende reduzierte Darstellung:
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+ (6&)1 — 3(4)2 + wg)ﬂ)

F—£(9) 3+ (Twr — wy + w3)8? — (165w; + 22wy — 21ws)/3
- + (1329w; — 10wy — 82w3) =0

p =1 a1 = o¢

Mo = %((46(4)1 - 23&)2 + ].1(,()3)

0o = 0¢ + %(wl + 3WQ — 2(.«]3)05

pi3 = 55 ((1223w; — 489w, + 408ws)
- (174(4)1 - 82&)2 + 54&)3)5
- (47&)1 — 2].&)2 + 12&)3)62)

a3 = og + i(wl — 2wy + w3)og

loF 1 0¢[B]] = 1250¢ 4 (61w 4wy — w3)og, NejglloF : 0g[B]]) = 125

Nun ein kubischer Kérper mit Vj, als Klassengruppe:

£ = Q(a)

P+ a?—92a+236=0

2—a+a?

w1 =1, we = v, w3 = =

[0 : Z[o]] = 4, dg = 76729

F=&(5) Bt — (21684w; — 8992wy + 3688ws)3?
T + (648910592w; — 308968480w, + 134927632w3) = 0
pp =1 a; = 0g
o = Gy = %Og + 2—16(4w1 + 3wy + W3)05

ps = (600w + 40wy + 4ws) + 266 + 52

03 = Log + oo (T4wi + 10wy — w3)og

114 = (232072960, + 64wy + Sws)
+ (1028796w; + 40ws + 4ws)
+ 33

1 1
160¢ T So750488
(13538290, — 3714265 — ws)og

ay =

[oF : 0¢] 3] = 17842975221760¢

+ (34924894208, + 35982444544, + 263697664ws )0,
Nejo([oF : 0e]]]) = 19762137087852150784

Nach der Reduktion, die wir in diesem Fall in mehreren Schritten durchfiihren,
wobei wir die Teilkorper, die den zyklischen Untergruppen entsprechen, beriick-

sichtigen, erhalten wir:
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F—£(9) B+ (2w — 2ws) % — (257w — 14wy — 14ws) 32
+ (354&)1 + 26(.4)2 — 30(4)3)ﬂ + (12309&)1 — 592&)2 — 666&)3) =0
p =1 a1 = o¢
po = [3 a2 = O¢
ps =71+ 313 + 3 03 = 20¢ + == (15w1 — 12wy — ws)og
11 = 15798322 + 523694613 04 = 502 + Sairs
+3304694% + 3 (8982425w; — 1504142ws + ws)og

[oF : 0¢]3]] = 40175025760¢ + (515467344w; — 3555016ws + 1718332ws)oe,
Nejol[or : 0g[B]]) = 64280041216

Das néchste Beispiel, ein Klassenkorper zu einem kubischen Koérper mit Cg als
Klassengruppe:

£:=Q(a) |a®—26a+26=0

og = Z[Oé], dg = 52052
35 — (27 — 162a + 15602) 5* + (2696 — 5392a + 269602) 3

F = &(8) + (316611 — 474660« + 164280&2)62

T — (15909096 — 21497904« + 5993208&2)6

4+ (179567975 — 230236702c¢ + 5575418Oa2) =0

pp =1 a; = 0g
o =1+0 02:05+%a05
ps = (3 +202) + 2028 + 2 a3 = %05 + %06205
M4 = (15+4a+7a?)+(3+4a)B+(1+a?) 3%+ 33 a = %05 + 2—140z205
U5 = (249+52a+197a2)+(348+128a+67a2) 1

4 (424520+2702) B2+ 1302 33 4 84 05 = 3600¢

He = (75442207413663971255-+262a-+174a?)
+(138979374005225977501+162a+25402 ) 3 0g
+(5721673554934634426+50a4-22a2 ) 32
+(25626415070076499602+6a+60.2 ) 33 (61409109199271370—82813770501046977a+a? )og

+415978533546881951 34 +3°

=1 oot 1
360 Y€ T 310147291846021484880

[oF : 0¢]3]] = 160780356092977537761792000¢
+ (798924702156513205708800 + 373248000k + 373248000%)0¢,
Nejo([or : 0g[B]]) = 22398965703614942582057075283591168000000

Reduziert:
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_ B4+ (1 —a)B® — (19+a —a?)B* + (43 — 2a — a?) 3
F=£(p) —(9+a—-a?)+(1—a)f+1=0
p1 = 5 (1+ (15 + 9a + 23a%)3
+ (22 + a + 4a?) 52
+ (11 + 8a + 6a2)3® a0 = 250¢ + (1 — 9a — 3a?)og
+ (7 + 16a2)3*
+ (22 + 21a + 21a2)5°)
=" (2<i<6) 6 —o0s (1<i<6)
loF : 0g[B]] = 250¢ + (181 — 9a — 6a?)og, Nejol[oF : 0g[B]]) = 25

Als letztes ein Beispiel vom Gesamtgrad 12 von Cartwright und Steger ([9]): Seien
s? = =23, ¢ = 5 u? = —83 und ' = “. Wir betrachten den Kérper

€ = Q(s',u') und dariiber die kubische Erweiterung F = £(f) mit
(% 4 (=25 +6)% — (185" — 18) — (90s’ — 54) = 0.
F ist zyklisch iiber £ und besitzt iiber QQ die Galoisgruppe Dg. Die Klassengruppe

von F ist isomorph zu Cig x Cig.

In einem ersten Reduktionsschritt wird der Korper vom Grad 4 in eine schonere
Darstellung gebracht: Es gilt & = Q(s') = Q(a;) mit o? —a; +6 = 0, £ =
Q(s',u') = & (ag) mit a3 + ap + 21 = 0 und

E=Q(a) |a*+4a®+59a%+ 110a +279 =0
wi =1, wy=0,w3=3(1+a+0a?), w = 55(24+ 1l + 30?4 o?)
[og : Z[a]] = 60, ds = 3644231

Fiir s’ und v’ erhalten wir folgende Darstellungen: s’ = —w; — ws — wy und v’ =
—2wy — 2wy — wy. Damit folgt fiir F:

F e £(9) 3 4 (8w + 2wy + 2w4) % + (36w + 18wy + 18wa) 3

: + (36w 4+ 90wy + 90wy) =0
pp =1 ap = og
M2 :ﬂ D) :054—%(&}1 —wg—QW4)05
115 = (4680w + 1368uws) _

i (860w1 + 98wy + 2(.«}4)5 I 62 a3 = %05 + ﬁ(375w1 — 911wy + w4)05

[0]: . Og [ﬂ“ = 3585605 + (—9480(.4)1 + 1128&)2 + 3(4)3 + 3&)4)05,
Ng/@([O]: . Og[ﬂ“) = 11570874624, d]: = 405
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Reduzieren:

F=EB) |B+ (2w —wy—wy)f?— (6w —ws —wy)B — (18w; + 3wy +3ws) = 0
pr =1 0y = og

po =1+ 7 a2 = 3 (2w — wa — wa)0og + (w1 — wa)og
H3 =

W}G( 4806w1 + 579w2 + 180CU3 — 129(.«]4) a3 = (34(4)1 + 11(,02 + 2(,4)3 + 5&)4)05
+ (3256w + 212wy +110ws —46wy) 3 + (75w — Bws — 2w3 — 21wy)og
— (34w1 + 11(.«]2 + QW3 + 5(.«}4)52)

[0]: . O¢ [ﬂ“ = 19920g + (420&)1 + 134&)2 + 78&)3 + 338(4)4)05,
Ng/@([O]: . Og[ﬂ“) = 15872256

Hieraus erhalten wir folgende absolute Darstellung:

F = Qa) a'? 4+ 4500 4+ 1720° + 90a® — 26407 + 2321a° + 57720° — 6186a*
A + 66680° + 2446502 — 36972a + 13689 = 0

[oF : Z[a]] = 22949474951138824730873088
dr o = 12390120658347991050496

1.2. Schnelleres Auszidhlen. Der fiir die Gesamtlaufzeit von Algorithmus 4.8
und 4.13 entscheidende Teil ist das Auszdhlen mit Hilfe von Algorithmus 3.23.

Wir betrachten die gewichtete quadratische Form aus Beispiel 3.10.(1), wobei wir
die Gewichte von der Form w; ; = \;"’ wie in Algorithmus 4.8.(Ausziihlen) wihlen.

Zunéachst betrachten wir den folgenden Korper:

£:=Q(a) |[a®*—a—-36=0
og = Z]a), dF = 145

(B) |F+38-39=0

F:=£&

p =1 a1 = o¢

pe=1-—0 0y = 0g + (2 + @)og
loF 1 0¢[B]] = bog + (2 + a)oe, NejglloF : 0g[B]]) =5

dr = 330¢

Die Tabelle ist wie folgt aufgebaut: In der 1. Spalte stehen die \;, 1 < i < ry+ 1o,
dann kommen die Exponenten r;;, 1 < ¢ < n, und die obere Schranke fiirs
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Auszihlen. Mit ,next® ist die Gesamtzahl aller Punkte aus den Koeffizientenidea-
len gemeint, die untersucht werden mufiten, insbesondere auch die, die nicht zu
Losungen gefiihrt haben. ,Punkte“ bezeichnet die Anzahl der Losungen, ,,Zeit*
die Zeit zum Auszédhlen inklusive der Zeit zum Reduzieren. Die Angaben in den
letzten beiden Spalten beziehen sich auf Auszdhlen mit Reduktion, die beiden
davor auf Auszédhlen ohne Reduktion.

Y T4 ¢ next Zeit ohne |next Zeit mit
‘ Tij Punkte Reduktion |Punkte Reduktion
0
8,3146 115,93
’ 0 ’ 42 42
0 29 0,21sec 29 0,36sec
8,3146 0 129,50
83146 | 2 [115,93
_f gg 0,68sec gg 0,48sec
8,3146 1 129,50
83146 | 5 (115,93
’ -3 ’ 276 42
5 99 3,41sec 29 0,61sec
8,3146 9 129,50
83146 | - [879.86
’ -1 ’ 1302 906
3 849 7,55sec 249 2,60sec
8,3146 3 469,15

Als néchstes betrachten wir einen Koérper vom Absolutgrad 6 iiber Q.

E:=Q(a) |[a®*+17=0
Z[Oé] dg = —68
B2+ (5—19a)3 + (2 + 14a)B — (18 +2a) = 0

F =&

p =1 0y = O¢

pe = 0y = 0g + 3(1 + @)oge
ps = 37 03:%05

loF 1 0¢[B]] = 4o + (2 + 20)0g, Nejollor : 0¢[B]]) =8
dr = (—392164 + 9822350)0g
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0
10170 10170
12,1179 0(7324.56
, 0 , 6614 33sec 6614 34sec
2 870 461
12,11 24 4.2 2
, 1179 _g 7324,56 964 ,28sec 964 ,66sec
4 58532 7387
12,1179 01]7324,56 384sec 22sec
4 21 21

An diesen beiden Beispielen zeigt sich, daf3 Algorithmus 3.29 nétig ist, um schlecht
gewichtete Formen iiberhaupt auszédhlen zu kénnen. Da bei allen Beispielen die
Ausgangsbasis reduziert ist, tritt bei nicht gewichteten Formen (Exponenten 0)
kein positiver Effekt auf; die Laufzeit verlangert sich um die Zeit fiir die Reduktion.

2. Normgleichungen

Bei den Normgleichungen miissen wir zwischen verschiedenen Fragestellungen un-
terscheiden, da die Algorithmen 4.8 und 4.14 stark unterschiedlich auf die verschie-
denen Probleme reagieren. Ein direkter Vergleich der Laufzeiten ist etwas proble-
matisch, da unterschiedlich viele Kérperinvarianten benétigt werden, und sich die
Relationen daher verschieben konnen, wenn in einem Korper mehrere Normglei-
chungen gelost werden. Die Zeiten sind jeweils ohne die Zeit zum Ausrechnen
der Maximalordnungen und der Einheiten angegeben. In allen Beispielen wurden
die Einheiten mit einem kombinierten Einheiten— und Klassengruppenalgorithmus
berechnet, so dafl auch die fiir Algorithmus 4.14 benétigten Informationen bereits
vorhanden waren.

Unabhéngig von der angegebenen Darstellung der Korper verwenden die Algorith-
men teilweise andere, reduzierte Darstellungen, was sich einerseits auf die Korper
selbst bezieht (Algorithmus 4.14 z.B. rechnet in absoluten Darstellungen, da die
entsprechenden Daten nicht relativ bereitgestellt werden konnen. Die zugehorigen
Probleme sind fiir Relativerweiterungen noch nicht konstruktiv gelost worden.)
als auch auf die Darstellung der algebraischen Zahlen (teilweise wird intern eine
Produktdarstellung verwendet, d.h., alle Zahlen werden als Exponentenvektoren
fiir ein geeignetes multiplikatives Erzeugendensystem gespeichert), so dafl kurze
Laufzeiten auch die Existenz geeigneter Datenstrukturen wiederspiegeln.

Wir beginnen mit einem CM-Kérper [31, Beispiel 1, Seite 84]:
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£:=Q(a) |[a®—19a+86=0

og = Zla), dg = 17

) |82+ (18 —2a)B+a =0
oF = &[], dr = —200¢

Da F ein CM-Korper ist, miissen wir in Algorithmus 4.8 nur eine quadratische
Form betrachten.

0 Neso(0) | #L 4.8 |4.14
35 — 301 1 1 105 |15
=3 9 0 |04 |04
I—a 16 T (04 [14
130 — 1la 136 0 [05 |02
(4 + 4a) 1696 0 [1,0 |03
—(14—1la) | 7676 0 |27 |07
—(2+ 10a) | 8984 2 3.2 |21
—(8—15a) |17134 | 0 |53 |06
—(10 — 19a) | 27536 | 2 |83 |2,0
—(17+20a) | 41149 | 2 [13,0]2,0
35337 — 3048a | 1233369 | 8 | 360 | 3.1

(In den letzten beiden Spalten steht die Laufzeit in Sekunden der entsprechenden
Algorithmen.) Wéhrend die Laufzeit von Algorithmus 4.8 etwa linear in Ngg(0)
zu sein scheint, ist die von 4.14 anndhernd konstant. Fiir kleine #, die Losungen
haben, ist daher 4.8 vorzuziehen. Auch wenn wir nur an einer Losung interes-
siert sind und wissen, dafl sie existiert, ist 4.8 oft vorzuziehen; im letzten Beispiel
bendtigen wir nur 1,3 sec. um die erste Losung zu finden. Bei zufélligen rechten
Seiten ist Algorithmus 4.14 in jedem Fall vorzuziehen, i.allg. kann dort schon nach
dem Schritt (Lésung in F) abgebrochen werden.

Das néchste Beispiel ist [18] entnommen, es zeigt, daf die in den letzten Kapiteln
bereitgestellte Theorie [18, Algorithm 6.1] deutlich verbessert.

£:=Q(a) |a®+2a*+—-1a+2=0
wlzl,wgza,wg:%oZ2

[og : Z]al]] = 2, dg = —59

F:=EB) |B+ 3+ (wi+2ws+3w3)B— (2w; —w3) =0

oF = og|f], dr = (15w; — 48wy — 48ws3)og
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Fiir die Regulatoren gilt regy /g ~ 31,412, regz /e ~ 9,928 und regg o ~ 0, 791, so
daB nach Satz 2.9 die Norm Uz surjektiv auf Ug abbildet. Wiahrend der in [18, Al-
gorithm 6.1] vorgestellte Algorithmus noch 14289 quadratische Formen auszihlen
muflte, kommt Algorithmus 4.8 mit 133 aus. Da der wesentliche Unterschied dieser
Algorithmen in der Verwendung der Relativeinheiten liegt, illustriert dies deren
Wichtigkeit.

0 Neo(6) 4L |48 4.14
ws + 2w3 8 1 | 6144 15
8 512 1 |60 Std 11
12326391000 | 1872870801843041394471000000000 | 320 | 102 Jahre | 118

(Die Zeit fur 4.8 im letzten Beispiel ist natiirlich nur geschitzt, sie ergibt sich
daraus, da8 die Laufzeit im wesentlichen linear von Ng/q(#) abhéngt.) Wenn wir
mit einer Losung zufrieden sind, konnen wir die Zeit in dem ersten Fall auf 2,6 sec.
und im zweiten auf 5 sec. reduzieren, wobei diese Zeiten ,zufillig® sind, sie hdngen
ausschliellich von der in Algorithmus 3.23 gewihlten Reihenfolge, die Mengen K;
zu durchlaufen, ab.

Der néchste Korper ist wiederum [31, Beispiel 5, Seite 87] entnommen.

£:=Q(a) |a*—4a?+7=0

= — —=3+a? — _ —3ata’
W = 1wy = =57, wy = o, wp = =5

[og : Z]a]] = 1, dg = 1008
f:g(ﬁ) ﬁ5—w3:0

OfF = O¢g [ﬂ], d]-‘ = (15625(.4)1 + 25000&)2)05

Fiir die Regulatoren gilt: regz ~ 541829969, 76, reg z /e ~ 1385082, 90 und regg ~
2,42. Daher ist zu erwarten, daf in Algorithmus 4.8 mehr als 10° quadratische
Formen betrachtet werden miifiten. Daher haben wir fiir Algorithmus 4.8 nur die
Zeit zum Finden der ersten Losung gemessen.

0 Nejo(6) | #L] 4.8 |4.14
—(w1 +wy+ws+wy) | 4 1 |(45) 45
—(2ws + 3w1) 313 T [ |45
8 4096 10 j oo ] 130
343 343% 16 | oo | 270
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Im letzten Beispiel betrachten wir wieder den Kérper von Cartwright und Steger
[9] (Seite 73); sie haben mit dem Hasse’schen Normensatz nachgewiesen, dafi die
Gleichung Nz/s(x) = 0 fir 6 = 264s"v’ — 328u' 4 6435’ + 3369 mit Ng/g(0) =
44681791589136 in F 16sbar ist. Wir haben sowohl mit Hilfe von Algorithmus 4.13
als auch mit einer Variante von Algorithmus 4.14 versucht, diese Normgleichung
zu losen. Die Menge M aus Algorithmus 4.13 enthélt drei Primideale: eines iiber
der 2 und zwei iiber der 3. Wir erhalten damit Sg mit ebenfalls drei Primidealen.
Aufgrund der auftretenden Zerlegung enthélt Sz dann sieben Ideale. Das Ideal b
errechnet sich dann zu
b = or + 11—8((4(,01 - 2(,4)2 - 6&)3 - 2W4)M1 - (6(,4)1 + 6&)2 + 9(,4)3 - 3W4)M2
+(7W1 + w3 — 6(4}4),&3)0]:,

und es gilt Nr/g(b) = 1/531441.

Die Menge der Primideale die in Algorithmus 4.14 betrachtet werden miissen, ist
grofler, dort geht die Zerlegung von 6 noch mit ein. Wir erhalten #Sg = 8 und
#Sr = 20.

Mit Hilfe von Algorithmus 4.14 war es moglich, innerhalb von 10 Minuten eine
Losung zu finden, die jedoch nicht in b liegt. Algorithmus 4.13 hat innerhalb
von 30 Tagen 10® Punkte in der ersten Ellipse ausgezihlt und getestet, ohne eine
Losung zu finden. Auch mit 4.14 war es nicht moglich, zu entscheiden, ob es eine
Losung x € or gibt. Das Problem hier ist Schritt (Losung in oz). Als Losung
erhalten wir

1
r = m((412006w1 — 19672wy + 71192w3 + 36364w,) 11

+(584856w; — 68161wsy + 28072w3 — 13105wy) 1o
—(134124w; — 88676ws + 12914ws — 113648w,)pu3)
mit
N]:/g (QE) =40.
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Symbolverzeichnis

N, Z, Q, R, C  natiirliche, ganze, rationale, reelle, komplexe Zahlen
A< B (A< B) fur Gruppen A, B: A ist (echte) Untergruppe von B
ACB (ACB) fir Mengen A, B: Aist (echte) Teilmenge von B

E,F Zahlkorper, 3
K, k beliebige Zahlkorper
. g Polynome, 3
Og, OF Maximalordnungen von £ und F, 3
m Grad von & iiber Q, 3
n Grad von F iiber &£, 3
Nge Norm von F /&, 4
(ri,m2) Signatur von &, 4
(s5i,1:); relative Signatur von F /&, 4
Vie, Vie (normalisierte) Bewertungen von k, 4
P, Primideale von k, 4
|| Betrége, 4
N ks MV o lokaler Grad, 5
Se, S, Sr Mengen von Bewertungen, 8
re, TF = #S¢ bzw. #S5F, 8
Ty Anzahl der Fortsetzungen von v, 9
M;;, (M), M eine Matrix, das (7, j)-te Element von M, 5
I, Einheitsmatrix, 5
0i Kroneckersymbol, 5
(M|N) 5
Uk Einheitengruppe von oy, 7
TU Torsionseinheiten von oy, 7
P, P, Fortsetzungen von v, 9

U]:,SF, U&S‘g S]: bzw. Sg—Einheiten, 9
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Uz s, = Nre H(A)NUrs,, 9
Uk s, = Nre (1) N Uz,
Lz, Lr Abbildungen in den , Logarithmenraum*, 10
vol(B) Volumen von B
vol,(B) u-Dimensionale Volumen von B
regr/e(U), regz/e(F) relativer Regulator von U bzw. von F, 13
Ty 25
[Alr das R Erzeugnis von A (als Modul oder Vektorraum)
[a, 0] =[a,b]NZ
la] die am dichtesten an a gelegene ganze Zahl, |a] := |a + 1]
Q, B () eine quadratische Form,
B die zug. bilineare Form, 26, 30
dz(A) Z-Gitterdiskriminante von A, 26
TN 29, 29
K =R" x C", 29
Tzf/ £ relative T9-Norm, 31
cl(a) Klasse von a in der Klassengruppe
St(A) Steinitzklasse von A, 32
0z A Koeffizientenideal zu = in A, 32
d(A) Gitterdiskriminante von A, 34
dg, Korperdiskriminante von k&
ep/o> S/ Verzweigungsindex, Tragheitsgrad, 57
la] :=max{r € Z | r < a}, (,Floor-Funktion®)
[a] :=min{r € Z | r > a}, (,Ceiling-Funktion®)
r hermitesche Konstante [46, 3 (3.35a)]
B? euklidische Kugel mit dem Radius r

B Kugel in der Maximumsnorm mit dem Radius r
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Zusammenfassung

Seien F/€/Q algebraische Zahlkérper, Nr/e : F — £ die Relativnorm und og die
Maximalordnung von &. Ziel dieser Arbeit ist es, fiir eine gegebene Zahl 6 € og,
zu entscheiden, ob es ein x € M C F mit

N]:/g(l’) =0

gibt, wobei M eine Ordnung, ein og-Modul von vollem Rang oder, fir F/€ Ga-
lois’sch, ganz F sein kann.

Zunéchst wird dazu die Einheitengruppe Uz von or untersucht. Wir bestimmen
fiir die Untergruppe

Ur :={z € oF | Nrje(z) = 1}
der Einheitengruppe ein Erzeugendensystem und definieren ein Ma# fiir die ,, Grofe®
dieser Menge, den relativen Regulator regz ¢ (U %). In Analogie zur Einheitenbe-
rechnung in Erweiterungen von Q geben wir ein Verfahren zur Berechnung dieser
Gruppe an.

Im néchsten Kapitel der Arbeit entwickeln wir eine Theorie fiir Gitter {iber Zahl-
korpern, die es uns ermoglicht, Verfahren aus der ,,Geometrie der Zahlen“ in un-
serem Fall anzuwenden. Speziell erarbeiten wir einen Reduktionsalgorithmus, der
den bekannten LLL-Algorithmus kanonisch erweitert und verbessern dariiber hin-
aus das von A. Jurk entwickelte Verfahren, um alle Elemente mit beschrankter
Lénge in einem ,, Relativ“-Gitter zu finden.

Im letzten Kapitel iibertragen wir dann zunéchst das Fincke’sche Ellipsoidverfah-
ren zum Losen von Normgleichungen in Ordnungen auf den relativen Fall, wobei
wir die in den ersten Kapiteln entwickelten Methoden verwenden. Dies benutzen
wir dann, um fiir relativ Galois’sche Erweiterungen Normgleichungen in Kérpern
zu 16sen, wobei wir, ausgehend von den Methoden von D. Garbanati, ein (gebro-
chenes) Ideal bestimmen, das die gesuchte Losung enthalten mufl. Nach einigen
Untersuchungen iiber die Komplexitat der betrachteten Verfahren, geben wir noch
einen Algorithmus an, der statt geometrische Methoden algebraische verwendet,
um Normgleichungen zu 16sen; wir versuchen, eine Losung als Potenzprodukt ge-
wisser S-Einheiten zu erhalten.

Wir schlieflen diese Arbeit mit einigen Beispielen, die das Potential der verschie-
denen Verfahren demonstrieren.
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