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KAPITEL 0

Einfiihrung

Praktische Mathematik - Symbolisches Rechnen, was ist das eigentlich? Eine Ant-
wort wére: Numerik in der reinen Mathematik - aber das ist falsch. Sehen wir uns
mal an wo es herkommt: Um die Mathematik weiter zu entwickeln und neue Séatze
zu finden und zu beweisen, braucht man Ideen - oft ist es viel schwieriger einen Satz
zu forumlieren als ihn dan zu beweisen. Daher haben Mathematiker immer Beispiele
gerechnet, traditionel von Hand, mit Papier und Bleistift, oder, seit es (preiswerte)
Computer gibt, auch mit Hilfe von Computern. In der angewandten Mathematik
wird dies nun seit vielen Jahren systematisch betrieben, sog. numerische Methoden
werden benutzt um den Klimawandel zu modellieren, das Wetter vorherzusagen oder
um Autos zu entwickeln. Zentral in der Numerik ist es, dass nichts exakt berech-
net werden kann, hier geht es um Ndherungslosungen (oft weil man beweisen kann,
dass eine exakte Losung nicht aufgeschrieben werden kann, aber auch oft, weil das
Problem (Wetter?) schon in-exakt ist).

Auf der anderen Seite, in der reinen Mathematik, speziell in der Algebra, geht es um
exakte Losungen. Auch hier sind Computer im Einsatz seit es sie gibt. Urspriing-
lich waren es oft Programme die Losungen in einer endlichen (grossen) Menge von
Losungen suchen (Gruppentheorie, 4-Farb-Satz) oder einfach nur viele kleine Pro-
bleme 16sen um einen Uberblick zu erhalten.

Diese Programme sind im Laufe der Zeit immer komplizierter geworden. Obwohl
die Computer jedes Jahr schneller werden, gibt es Probleme die beliebig grof sind
- und jeden Computer sprengen wiirden. Daher ist nun ein zentraler Bestandteil
des Symbolischen Rechnens auch die Analyse der Programme: wie lange wird es
dauern ... zu 16sen. Wenn man mal an Verschliisselung denkt (RSA) ist sofort klar,
warum dies wichtig ist: Alle modernen Systeme konnen gebrochen werden, Teil der
Spezifikation ist im Normalfall ein mathematisches Problem, dessen Lésung den
Code bricht. In der Natur der Sache ist es, dass dieses Problem immer in endlicher
Zeit losbar ist - aber was heisst das? Losbar in > 10% Jahren - dann ist der Code
sicher. Losbar in 10 min, dann vielleicht nicht.

Oft ist es auch so, dass Probleme einfache algorithmische Losungen haben (es gibt
ein Programm das Losungen findet), aber es gibt keine explizieten Losungsformeln.

Also: in der Vorlesung geht es darum fiir bestimme (einfache) mathematische Pro-
bleme Losungen zu finden und diese dann zu analysieren und auszuprobieren. Dazu
werden wir mit Algorithmen fiir ganze Zahlen und Polynome anfangen. Wir wer-
den sehen, dass selbt das Multiplizieren von ganzen Zahlen oder Polynomen nicht
vollig trivial ist - zumindest wenn die Zahlen gross genug sind. Zur Zeit wird mit
Zahlen > 10'° Stellen gerechnet - Zahlen die zu grof8 sind um sie im Hauptspeicher
zu halten!
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Nachdem wir mit Zahlen (und Polynomen) umgehen kénnen, werden wir dies auf das
Lésen von linaeren und algebraischen Gleichungssystemen anwenden - diese bilden
die Grundlage fiir fast alle komplizierteren Algorithmen.

Zum Abschluss wollen wir uns dann noch mit Primzahltests und der Faktorisierung
von Polynomen beschiiftigen. Seltsamerweise wird sich herausstellen, dass es fiir
Zahlen wviel einfacher ist, zu entscheiden ob eine Primzahl vorliegt oder nicht, als
eine Faktorisierung zu finden. Andererseits werden wir sehen, dass das Faktorisieren
von Polynomen iiber Q viel einfacher ist als das von Zahlen.



KAPITEL 1

Arithmetik

1. Addition und Multiplikation von Zahlen und Polynomen

Als erstes miissen wir uns iiberlegen wie Zahlen iiberhaupt auf dem Rechner dar-
gesellt werden sollen. Auch dies ist nicht so einfach, verschiedene Probleme und
Methoden bevorzugen verschiedene Darstellungen. Ein fundamentales Problem ist
es offenbar, dass Rechner endlich sind, Zahlen jedoch nicht.

DEFINITION 1.1: Sei B > 1 eine feste ganze Zahl. Ferner seien 0 < a; < B (0 <
i < n) beliebig. Dann heiit die Folge (a,,...,a1,a9) die B-adische Entwicklung
von Y a; B =: (ay, ..., a0)s.

BEMERKUNG 1.2: Die Abbildung
¢:{0,....,B—1}"—{0,...,B""' — 1} : (an,. .., ao) —>ZaiBi
=0
ist bijektiv, daher ist die B-adische Entwicklung eindeutig - bis auf fithrende Nullen.

Fiir B > 10 werden auch Buchstaben als , Ziffern“ benutzt, z.B. fiir B = 16 benutzt
man {0,...,9,4,... F}.

BEeispIEL 1.3: (1001)y = 939 und (1001)3 = 28.
(D3)16 = (323)s = (11010011), = 211.

Aufgabe: Finde einen Algorithmus um von B-adischer Darstellung auf C-adisch
umzurechnen - unter der Annahme, dass wir mit beliebig grossen Zahlen bereits
rechnen koénnen.

Auf Computern wird (heute) oft B = 232 oder B = 25* benutzt. Ebenfalls populir
ist B = 223, aber auch B = 10* wurde ernsthaft eingesetzt. Welche Basis tatsichlich
benutzt werden sollte, ist nicht so ganz offensichtlich, wir kommen dazu spéter noch-

mals zuriick. Dies hingt ganz entscheidend von der Anwendung und der Harware
ab!

BEMERKUNG 1.4: (1) Fir a € Z konnen wir eine eindeutige B-adische Darstel-
lung erhalten: finde n mit B"' < |a| < B". Dann gibt es eine B-adische

Darstellung |a| = (an_1,...a0)p mit a,_1 # 0. Fiir a verwenden wir dann
1 a >0,

(signa, (an_1,...,a0)) mit signa:=<0 a=0,.
-1 a<0.

(2) Fiir b€ Q, b =r/s mit s > 0 und ggT(r,s) = 1 erhalten wir eine Darstellung
via (signr, 7, sp). Es ist oft sinnvoll eine ungekiirzte Darstellung zu erlauben.

3
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(3) Reelle Zahlen sind schwieriger da sie i.Allg. nicht exakt und vollsténdig darge-
stellt werden konnen. Auf dem Computer werden sie oft in der Form (sign z, m, e) =
signx - m - B¢ Dargestellt wobei noch zusétlich m € Z, 0 < m < X und B fm
gefordert wird. Fiir c-doubles gilt etwa X = 2% B =2 und |e| < 1023.

Im Gegensatz zu anderen Zahlen haben doubles damit eine feste Lénge!

DEFINITION 1.5: Sei € R. Dann ist |z] := max{z € Z : z < z} (Floor von x)
und [z] ;= min{z € Z : z > x} (Ceiling von z).

Ferner sei z mod B := z — | £|B ,der Rest bei Division durch B* (also ist der
Rest hier immer positiv!)

BEMERKUNG 1.6: Oft wird auch |z] := [2+1/2] zum ,Runden“ benutzt. Achtung:
das Vorzeichen des Restes ist in vielen Programmiersprachen (c!) nicht definiert und
daher Prozessorabhéngig.

Damit kénnen wir jetzt einen Algorithmus zur Addition von positiven ganzen Zahlen
formulieren:

ALGORITHMUS 1.7: Vorzeichenfreihe Addition von Zahlen

Input: Zahlen (ay,...,ap) und (b, ..., by) mit 0 < a;,b; < B

Output: Zahlen (¢, ...,co) mit (¢p,...,c0)p = (ap,...,a0)5 + (bn,...,b0)B

und m =n+ 1.

r:=0

for i := 0 to n do
¢ :=a; + b, +rmodB
r:= |(a; +b;+7r)/B]

Cpn+1 =T

BEMERKUNG 1.8: (1) So kann der Algorithmus natiirlich nur schlecht implemen-

tiert werden. Damit der Algorithmus funktioniert miissen wir zwei Zahlen
a; und b; addieren konnen. In der c-Sprache z.B. wéren a; und b; int oder
unsigned int Datentypen. In diesem Fall gibt es keine operation ,,+“, es gibt
nur a; + b; mod 2°. Also muss z.B. B so gewihlt werden, dass dieses ,,+“ exakt
ausgefiithrt werden kann...
Alternativ gibt es oft eine CPU-Instruktion ,Add-With-Carry“ die genau die
beiden inneren Schritte fiir B = 24 implementiert.
B = 223 kommt von Versuchen double statt int zu benutzen.

(2) In jedem Schleifendurchlauf haben wir r = 0,1, 0 < a; + b; +r < 2B — 1 und
(aia"'7a0)B + (bi>"'ab0>B = (T7Ci7"'7CO)B

(3) Offensichtlich sollten wir a; + b; + r nur einmal berechnen.

(4) Die (moglicherweise) teuren Divisionen in mod und r kénnen z.B. durch

s:=a;+b;+r, if s>Bthenc¢:=s—B,r:=1¢elsec¢;,:=s,7r:=0

ersetzt werden. Aber je nach Wahl von B und dem Prozessor, kann beides
durch eine einzige Instruktion ersetzt werden.

Vieles, was man mit ganzen Zahlen machen kann, auch algorithmisch, kann auch
mit Polynomen durchgefiihrt werden. Oft ist dies sogar einfacher da man keinen
Ubertrag braucht. Die Grundidee ist einfach, dass Polynome wie z-adische Zahlen
aussehen.
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Sei R ein kommutativer Ring mit 1 (alle Ringe hier sind kommutativ mit 1, daher
werden wir dies in Zukunft weglassen). Wir nehmen zusétzlich noch an, dass R
konstruktiv ist, d.h. alle Ringoperationen koénnen algorithmisch realisiert werden.
R|z] ist nun der Ring der Polynome iiber R mit der Unbestimmten z, also f € R[z]
hat die Form

f= Z J i’
i=0
Der grosste Index ¢ mit f; # 0 heisst der Grad von f, formal deg f. Wir definieren
deg 0 := —oo. Polynome werden (oft) als Koeffizientenvektor dargestellt

f="{fn .., fo) € R

Andere Darstellungen speichern Paare (i, f;) von Null verschiedenen Koeffizienten.

Offenbar gilt fiir g = 31 giz":

f+g= Z(fz + gi)a'

i=0
Daher ist der Algorithmus fiir Polynomaddition einfacher als fiir Zahlen, da wir
keinen Ubertrag brauchen.

ALGORITHMUS 1.9: Addition von Polynmen

Input: Polynome (f,,..., fo) und (gn,---, 9o
Output: Polynom (c,,...,¢co) = (an,...,a0) + (bn,- .-, bo)
for i := 0 ton do
¢i:=[fi+ g

2. Multiplikation

Ziel: gegeben a := (an,...,a9)p und b := (by,...,by)p, gesucht (¢, ..., co)p = ab.
Klar ist, mittels Kroncker Produkt von Polynomen:

(jzo aiBZ’)(é bB') = gj(z;l a;b;) B’

Leider ist jedoch i. Allg. 37, ;a;b; > B. In der Schule wird dies etwas anders
geschrieben und ist die Basis fiir die Multiplikation:

(é aiBi)(é bB') = éai(é b;B?) B’

In dem normalen Diagramm wird in jeder Zeile a;(3°}_, b; B7) berechnet, Diagonal
aufgeschrieben (-B7) und dann mit Ubertrag addiert:

1 6 6 7

3
7
1
9

DNO| &~ OO -

9
1 1
10 1

Wenn wir dies mit dem Additionsalgorithms verbinden (in jeder Zeile werden die
einzelnen Stellen in der richtigen Reihenfolge erzeugt!) erhalten wir:

ALGORITHMUS 1.10: Schul-Multiplikation von Zahlen



6 1. ARITHMETIK

Input: Zahlen a = (ay,...,a0)p und b = (by,,...,bo)B
Output: ¢ = (¢hema1,---,C0)p = ab
fori:=0ton+m-+1doc¢ :=0
for j:=0ton do
r:=0
for ¢ := 0 to m do
5= a;bj + cipj + 1
Ciyj = smod B
r:=|s/B]

Cmtir1 ‘=1 mod B

LEMMA 1.11: Der Algorithmus ist korrekt. ‘

In jedem Schleifendurchlauf gilt s < B2 und r < B denn am Anfang wird
r = 0 gesetzt. Dann per Induktion: s = a;b;+c;y;+r < (B—1)2+(B—1)+(B—1) =
B? — 1. Daher ist das neue r := |s/B| < B. O

Wenn wir ungefihr mitzihlen, so sehen wir, dass (n+1)(m+1) viele Multiplikationen
benotigt werden, um diese s zu erhalten. Falls also n = m gilt, so bendtigen wir
(n +1)? viele Elementarmultiplikationen.

BEMERKUNG 1.12: Um s = ab+c—+r zu berechnen brauchen wir bereits Operationen
fiir Zahlen > B, wie wir gesehen haben bis B? — 1. Oft gibt es auch hier spezielle
Prozessorinstruktionen um zwei Zahlen der Grosse B = 254 zu multiplizieren und das
Ergebnis in zwei Variablen [ und u abzuspeichern ab = [ 4 2%*u. Die Berechnung des
neuen r ist dann einfach. In GNU-c (gce) kann dafiir [ong long oder inline assembler
benutzt werden. Alle (schnellen) Bibliotheken fiir Ganzzahl-Arithmetik nutzen diese
Prozessorinstruktionen.

Auf einigen Prozessoren ist es schneller double Multiplikationen zu benutzen als
int, daher wird oft B = 223 cingesetzt.

Es gibt jedoch substantiell schnellere Methoden ganze Zahlen zu multipizieren. Dies
ist immer noch ein aktives Forschungsgebiet: erst in 2007 wurde der bisher schnellste
Algorithmus veroffentlicht! Leider muss man in der Praxis jedoch alle Methoden
implementieren da die Vorteile der prinzipiell schnelleren Methoden erst bei sehr
grossen Zahlen greifen.

Ein einfaches Beispiel ist die Karatsuba-Multiplikation, ein typischer Divide-and-
conquer (divide-et-impera, teile-und-hersche) Algorithmus. Seien 0 < a, b, ¢, d <
B™ gegeben. Wir wollen xy := (a + bB™)(c + dB™) berechnen (in der B-adischen
Darstellung von x enthélt a nur die letzten n Stellen, b die ersten n Stellen). Dann
gilt
ry = bdB*" + (ad + bc) B" + ac

Also kann zy durch 4 kleinere Multiplikationen erhalten werden (plus Verschieben
und Addieren). Karatsuba hatte nun die Idee es anders zu schreiben:

ry = bdB* + (ac 4 bd + (b — a)(c — d))B" + ac

Da hier ac und bd doppelt verwendet werden kommen wir mit 3 kleineren Multi-
plikationen aus! Leider brauchen wir jetzt mehr Additionen, die aber im Vergleich
wpreiswert“ sind. Diese Idee fiihrt zu dem néchsten Algorithmus:
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ALGORITHMUS 1.13: Karatsuba-Multiplikation von Zahlen

Input: Zahlen a = (¢, (ap,...,a0)p) und b = (0, (by,...,by)p) mit Vorzeichen
6,0 € {£1,0} mit n+ 1 = 2~

Output: ¢ = (7, (can+1,---,¢C0)B) = ab

e if n =1 then return (o€, (|apbo/B], agby mod B))
o 21 := (an,- .., 0nt1/2), T2 = (An_1/2,- .., a0

® 1 = (bn, c. ,bn+1/2>7 Yo = (bn—1/27 ceey b()

e my := Karatsuba((1,z1), (1,41))

e my := Karatsuba(z; — T2, Y1 — ¥2)

e m3 = Karatsuba((1, z2), (1,¥2))

e return (€0, my B™ + (my + my + m3) B Y2 + my)

Es ist einfach zu sehen, dass der Algorithmus rekursiv auf Zahlen der
halben Lénge angewendet wird, die inneren Aufrufe also korrekt sind. 0

Klar ist, dass der Algorithmus sich sofort auch auf Polynome verallgemeinern lasst.
Was nicht vollig klar ist, ist die Frage, ob er besser ist als die ,,Schul-Multiplikation .
Wir werden dies im weiteren Untersuchen, miissen jedoch erst Terminologie sam-
meln.

3. Komplexitidt von Algorithmen

Wir wollen Algorithmen am besten nach Laufzeit (und Speicherbedarf) vergleichen,
miissen also die Laufzeit als ,,Funktion der Eingabedaten“ finden. Konkret werden
wir die Laufzeit als Funktion der Ldnge der Eingabe bestimmen, wobei Lange sich
am tatsichlichen Platzbedarf auf dem Rechner (oder dem Papier) orientiert. Noch
konkreter: die Anzahl der B-adischen Stellen liefert diese Lange. Statt der Laufzeit
(die stark vom Rechner abhéngt) werden wir die Anzahl der elementaren Opera-
tionen benutzen, in der Hoffnung, dass alle elementaren Operationen etwa die selbe
Zeit dauern. Leider hingt dies stark davon ab, was ,elementar® ist: bei den Poly-
nomalgorithmen haben wir die Ringooperationen als elementar angesehen, wahrend
bei den ganzen Zahlen Operationen mit Zahlen < B als elementar gelten. Dies liefert
dann auch die Unterscheidung von

e Algebraischer Komplexitit (alle Ringoperationen sind elementar)
e Bindrer Komplexitit (nur Bit-Operationen, B = 2 sind elementar)

Das Problem ist hier, dass z.B. fiir R = Z oder R = QQ die Laufzeit einer einzelnen
Ringoperation stark von der Grofle der Zahlen abhéngt. Oft ist daher das wesentliche
Problem der bindren Komplexitit genau diese Groflen abzuschétzen.

DEFINITION 1.14: Sei f : N — R.y. Dann definieren wir
O(f) :={h:N—>R.g:3IC € R,N € Nmit Vn > N : h(n) < Cf(n)}
Fiir g € O(f) wird auch oft g = O(f) geschrieben.

(Im Prinzip g = O(f) falls g/ f beschrinkt ist, g darf nicht schneller als f wachsen).
Diese Schreibweise wird auch auf Funktionen ausgedehnt, die nur ,asymptotisch
positiv® sind, also INVn > N : f(n) > 0 statt f > 0.

BEMERKUNG 1.15: (1) f € O(f)
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(2) cf € O(f) fur alle ¢ > 0.
(3) O(f)O(9) = O(fg)
(4) gO(f) = O(f9)

BEISPIEL 1.16: (1) O(1) ist die Menge der beschriankten positiven Funktionen

(2) Sei f € R[z] ein Polynom mit positivem Leitkoeffizienten. Dann gilt f €
O(zde /)i,

BEMERKUNG 1.17: (1) Die Laufzeit des Additionsalgorithmus fiir zwei (positive)
Zahlen der B-adischen Léange n ist O(n)
(2) Die ,,Schul-Multiplikation“ von zwei Zahlen der Lingen n und m hat eine Lauf-
zeit von O(nm)
(3) Der Karatsuba Algorithmus zur Multiplikation zweier Zahlen der Lange n hat
eine Laufzeit von O(n'*%2)) ~ O(n!-¥)

Wir zdahlen Operationen:

(1) Die Schleife lduft iiber alle n Stellen des Inputs. In jedem Durchlauf wird
zunichst s := a; + b; + r berechnet (2 B-Additionen), und dann s mod B
und |s/B]| was im wesentlichen 1 B-Division mit Rest ist. In der Summe er-
gibt dies 3 B-Operationen pro Durchlauf, also 3n insgesamt. Dann gibt es noch
die Initialisierung » = 0 und die letzte Stelle ¢,,,; = 7, also erhalten wir die
Gesamtlaufzeit in O(3m + 2) = O(m)

(2) Wir haben n+m+1 in der Initialisierung ¢; = 0, dann nm B-Multiplikationen
und 2nm Additionen s := a;b; + ¢;4; + 1 gefolgt von einer B-Division mit Rest.
Also etwa 4mn B-Operationen insgesamt, daher O(mn).

(3) Sei T'(n) die Zeit (Anzahl der B-Opertionen) fiir einen Aufruf von Karatsuba.
Dann kann man sofort sehen, dass T'(n) = 37'(n/2)+cn fiir ein geeignetes ¢ > 0
(drei rekursive Aufrufe plus Verwaltung und Addition) gilt. Damit:

T(2™) = 3T(2™ 1) 4+ 2™
= 3(3T(2" %) + 2™ 1) 4+ 2™
m—1
3
= 3"T(1)+e2™ > (5)Z
i=0

Q-1

—1

~—

= 3"T(1)+ 2™

N

< 3™(T(1) + 20)

310g2 ne — nlog2 35
O

Was man hier im Beweis sieht ist typisch: das genaue Z#éhlen von Operationen ist
sehr aufwendig und liefert sehr lange und komplizierte Formeln. Daher werden die
Teilschritte oft nur abgeschétzt. Die Kunst liegt dann darin, gute Abschitzungen
zu finden. Haufig wird der Algorithmus sogar so abgedndert, dass er sich besser
analysieren lasst.

Was auch typisch ist, ist dass schnellere Methoden (Karatsuba) komplizierter als
naive Algorithmen sind. Speziell sind sie oft langsamer fiir kleinen Input (z.B. ist
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Karatsuba fiir n = 2 sicherlich nicht schnell) daher werden dann mehrere Algorith-
men implementiert und dann automatisch benutzt - je nach Gréfle der Eingabe.
Andererseits ist Karatsuba schon fiir Polynome vom Grad 2 mit groflen Koeffizi-
enten vom Vorteil. Im Prinzip kann der Algorithmus auch zur Multiplikation von
komplexen Zahlen benutzt werden, hat jedoch schlechte numerische Eigenschaften.

Wann genau ein Algorithmus besser ist als ein anderer (eine Implementierung) hangt
von vielen Dingen ab. In der Praxis wird dieser ,,Crossoverpoint* immer experimen-
tell bestimmt - und fiir jeden Rechner neu.

Es gibt noch schnellere Multiplikationsalgorithmen. Der bisher schnellste (leider
noch nicht praktikabel) wurde erst 2007 gefunden.

In GMP (eine der schnellsten freien Bibliotheken fiir Ganz-zahl Arithmetik) wird
Karatsuba auf Zahlen mit > 32 B-Stellen angewendet, wo B = 24 ist, also etwa
ab 600 Dezimalstellen. Was auch auffillt ist, dass Karatsuba nur effizient ist, falls
beide Zahlen eine dhnliche Grésse haben. Fiir gemischte Multiplikation sollte man
anders vorgehen.

Aufgabe: Seien a; (1 < i < n, n = 2%) ganze Zahlen. Ziel ist es [] a; zu erhalten. Ver-
gleichen sie die Komplexitit von []7, a; mit der von (H;ﬁ agi)(H?ﬁ asi_1), sowohl
unter der Benutzung von Karatsuba, als auch der Schulmultiplikation. Entwickeln
sie einen rekursiven Algorithmus um das Produkt zu berechnen. Kann dies noch
verbessert werden?

Es gibt Verallgemeinerungen (Toom-Cook) die Karatsubas Idee auch fiir mehr als 2
Teile verallgemeinern.

4. Modulare Darstellung

Bisher haben wir Zahlen immer B-adisch dargestellt - aber es gibt natiirlich auch
andere Moglichkeiten. Eine solche ergibt sich z.B. aus dem Chinesischen Restsatz.
DEFINITION 1.18: Sei m € Z. Eine Teilmenge M C Z heifit vollstéandiges Restsy-
stem modulo m, falls #M N (a + mZ) = 1 gilt fur alle a € Z.

BEISPIEL 1.19: (1) Seim = 0, dann ist Z/mZ ~ Z, also ist Z das einzige vollsténdi-
ge Restsystem
(2) Sei m > 1, dann ist {0,...,n — 1} vollstandig. Dieses wird auch mit modm
erhalten.
(3) Seim > 1 ungerade, dann ist —(n—1)/2,...,0,...(n—1)/2 ebenfalls Vollstandig.
Dies ist das symmetrische Restsystem. (Analog kann es natiirlich auch fir m
gerade definiert werden)

SATZ 1.20 (Chinesischer Restsatz): Seien m; € Z paarweise koprim und m :=
[I7_,; m;. Ferner seien M, vollstdndige Restsysteme modulo m; und M vollstdndig
modulo m. Dann gilt:

(1) Die Abbildung
¢: M — XM;: x— (x modm;);
ist bijektiv
(2) Ferner gilt ¢(a + b mod m) = (a + b mod m;); falls x mod m € M gilt.
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Dies ist nur eine leicht andere Fassung (mit Restsystemen) des Chinesischen Rest-
satzes aus der AGS Vorlesung.

Damit kénnen wir eine modulare Darstellung definieren: Fiir a € M heifit ¢(a) =
(a mod m;); die modulare Darstellung von a. Diese kann (und wird!) alternativ zur
B-adischen Darstellung benutzt.

BEMERKUNG 1.21: (1) Wenn wir davon ausgehen, dass mod m;, d.h. Operationen
in Z/m;Z elementar sind, so kann a + b in Zeit O(n) berechnet werden (wie
B-adisch).

Unter der selben Veraussetzung kann auch ab in Zeit O(n) berechnet werden -
was viel schneller ist als selbst Karatsubal

(2) Problematisch sind Uberliufe: was passiert wenn a+b > m ist? B-adisch fiigen
wir einfach eine Stelle an, aber hier?
Allgemeiner: wie testet man a +b € M?

(3) Wie kann, effizient, zwischen den verschiedenen Darstellungen gewechselt wer-
den?

(4) Wie kann a > b entschieden werden?

Obwohl es Probleme gibt wird die modulare Darstellung oft eingesetzt. Ein wesent-
licher Vorteil ist in einem von den Problemen enthalten: die Zahlen die verwarbeitet
werden miissen sind in der gréfle beschrinkt. Speziell wird dies daher eingesetzt
wenn kleine Zahlen berechnet werden sollen, aber Zwischenergebnisse sehr Grof3
sein konnen.

SATZ 1.22 (Chinesischer Restsatz fiir Polynome): Sei K ein Korper und m; € K
(1 <i < n) paarweise verschieden. Dann gilt

(1) Die Abbildung
¢ A{f € Klz]:deg f <n} — K" : [ (f(mi));
ist eine Bijektion.

(2) Fiir f, g € K[z] mit deg f,g < n gilt ¢(f+g) = ¢(f)+¢(g). Falls deg fg < n,
so gilt auch ¢(fg) = ¢(f)9(9)-

Dies ist eine Variante des Chinesischen Restsatzes fiir Polynome via Eva-
luation /Interpolation. Die Injektivitat der Abbildung folgt aus der Tatsache, dass
Polynome von Grad < n hochstes n Nullstellen haben konnen. Die Surjektivitét ist
konstruktiv (Ubung) und wird durch (Lagrange) Interpolation geldst. O

Um eine modulare Darstellung von einem Polynom f zu erhalten, miissen wir f
an verschiedenen Stellen auswerten. Naiv benétigt jede Auswertung etwa O(n?)
Multiplikationen in K, aber es geht besser:

ALGORITHMUS 1.23 (Horner Schema): Polynomevaluation mittels Horner Schema

Input: Polynom f = Y7, f;z' und m € K.
Output: f(m)

°5:=fn

e fori:=n—1to0dos:=sm+ f;

e return s
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Der Algorithmus benétigt offenbar O(n) Multiplikationen und Additionen. Es ist
nicht offensichtlich, aber auch das kann man verbessern - zumindest wenn man viele
Auswertungen haben will.

Eine weitere Operation die oft benttigt wird ist das Potenzieren:

ALGORITHMUS 1.24: Schnelles Potenzieren

Input: z, n € N

Output: x™

e if n =0 then return 1

o y = gl

e if IsOdd(n) then return xy else return y

Dieser Algorithmus braucht offenbar nur O(logn) Multiplikationen um z” zu be-
rechnen - aber Achtung: fiir viele x wird 2™ sehr sehr grof}, sodass die Laufzeit von
™ NICHT O(logn) sein wird. Der Algorithmus kann auch iterativ (nicht-rekursiv)
implementiert werden. Es gibt auch Varianten, die Potenzprodukte [] z;"* berechnen.

Unter Einsatz des Hornerschemas kann daher f(m;) fiir n verschiedene m; in Zeit
O(n?) berechnet werden. Wir werden jetzt sehen, dass zumindest fiir spezielle m;
dies in Zeit O(nlogn) berechnet werden kann, mittels schneller Fourier Transfor-
mationen (FFT: fast Fourier transform, DFT: discrete Fourier transform, FFTW:
fastest Fourier transform in the west)

5. Fouriertransformation

Fouriertransformationen kommen eigentlich aus der Analysis (oder Physik oder Elek-
trotechnik). Sie werden eingesetzt um bestimmte, komplizierte Integrale durch ein-
fache Produkte zu ersetzen. Man kann eine allgemeine Theorie von Fouriertransfor-
mation und (Haar)-Maflen aufbauen die all diese Félle enthélt. Hier jedoch werden
wir es einfach ,,zu Fu3“ tun. Hier sind Fouriertransformationen einfach geschickte,
rekursive Auswertungen von Funktionen an speziellen Stiitzstellen.

Sei R kommutativ mit 1, f € R[x], f = 74 fiz® mit n gerade. Dann gilt
f(@) = g(a®) + zh(a?)

mit geeigneten Polynomen g und h: g = 727! fozi und h = S8 forirat. Dies,
zusammen mit geeigneten Stiitzstellen ist der Schliissel zu schneller Polynommulti-
plikation:
LEMMA 1.25: Sei n, n/2 gerade und z, ...,z, € R mit

(1) @i £ 2 fir i 7 )
Dann gilt fiir y; == 27 = (2,/244)* (0 < i < n/2 —1) und die y; erfiillen ebenfalls
(1) und (2). Um nun ein Polynom f € R[z] vom Grad deg f = n — 1 an den z;

Auszuwerten benotigen wir nur 7'(n) = 27'(n/2) + ¢n/2 elementare Operationen
in R.
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Wir benutzen die Zerlegung f = g(x?)+=zh(x?) und werten (rekursiv) g(y;)
und h(y;) aus. Wegen (2) benétigen wir n/2 Operationen um y; zu berechnen und
2T (n/2)4cn/2 um g(y;) und h(y;) zu bestimmen. Also noch n/2 Multiplikationen fiir
yih(yi), n/2 Additionen fiir g(y;) + x;h(y;) und schliesslich noch n/2 Subtraktionen

fir f(l'n/2+i> = f(—=x:i) = 9(ys) — yih(ys). -

Um das Lemma anwenden zu kénnen, brauchen wir geeignete Evaluierungspunkte.
Da wir zusétzlich auch noch f(x;) klein haben wollen, sollten die x; auch nicht zu
grof} sein.

DEFINITION 1.26: Seien R ein Ring und n > 0. Ein ¢ € R hei§t primitive n-te
Einheitswurzel, falls (" = 1 und ¢ # 1 fiir 0 < j < n.

BrISpIEL 1.27: (1) ¢ := exp(27i/n) € C ist eine (komplexe) primitive n-te Ein-
heitswurzel
(2) 2 € Z/9Z ist primitive 6-te Einheitswurzel: 22 =4, 23 =8 = —1, 21 =16 = 7,
25=2.7=14=5und 26 = 1.
(3) 4 € Z/41Z ist primitive 8-te Einheitswurzel
(4) 2 ist primitive 2n-te Einheitswurzel in Z/(1 + 2"Z)

LEMMA 1.28: Sei R ein Ring, n > 0, ¢ € R primitive n-te Einheitswurzel und

x; = (' fiir 0 < i < n. Dann gilt:

) {zo,...,Tp_1} ist eine (multiplikative) Gruppe.

) Fiir n gerade ist ¢* eine primitive n/2-te Einheitswurzel.

) Sei n gerade, ("2 = —1 und char R # 2. Dann gilt 2,21, = —1;.

4) Seien n, n/2 gerade und ¢("/? = —1. Dann erfiillen die z; die Bedingungen
von Lemma 1.25

(
(
(
(

Setze ¢ : (Z/mZ,+) — (R*,-) : i — (' Dies ist ein Gruppenhomomor-
phismus, also ist Im ¢ = {z; : 0 < i < n} eine Gruppe. Der Rest ist klar. d

BEMERKUNG 1.29: In Charakteristik 2 muss man mit Quadrieren und Quadratwur-
zeln aufpassen: R = Fylx]/(z* + 1), ¢ := z+ (2* + 1)Fy[x]. Dann ist ¢ primitive 4-te
Einheitswurzel, aber ¢2 # 41 = (°

DEFINITION 1.30: Sei R Ring, n > 0 und ( eine primitive n-te Einheitswurzel.
Die Abbildung

¢:{f € Rlz] :deg f <n} — R": f (f(¢')i%
heifit diskrete Fourier Transformation (DFT).

BEMERKUNG 1.31: Die DFT ist ein Spezialfall der modularen Darstellung von Po-
lynomen.

LEMMA 1.32: Seien R, n und ¢ wie in Definition 1.30. Dann gilt:
(1) Bzgl. der Standardbasis 0,x,...,2" ' von {f € R[x] : deg f < n} und der
Standardbasis von R™ hat ¢ die Matrix. (¢")o<; j<n
(2) Gilt ) ¢¥ = 0 fiir alle 1 < j < n und ist n invertierbar in R, so ist (¢¥);
invertierbar und damit ¢ ein Isomorphismus. Es gilt (¢¥);} = 2(¢79); ;

(1) Klar ¢(z*) = (¢*); nach Definition.
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(2) Setze z := Y175 ¢H¢F = 170 (70K (Eintrag von (¢7);,(¢7*);4)- Gilt i = k
so ist z = n. Fiir ¢ > k gilt 2 = 0 nach Voraussetzung. Sei nun ¢ < k. Dann
gilt Zc(n—l)(k—i) = Z;”:_Ol Cj(i_k)""(n_l)(k_i) = Z;b:_()l C("‘l_j)(k—i) =0 (dle selbe
Summe wie vorher, andere Reihenfolge). Da ¢("~V*~9) eine Einheit ist, folgt
z=0. Also ist 1({7%); ; die inverse Matrix wie behauptet.

O

Die Bedingung 7 (¥ = 0 ist z.B. erfiillt, falls n invertierbar und ¢* — 1 kein
Nullteiler fiir 1 < k < n ist, denn (¥72) ¢*)(¢* —1) = ¢*"—1 = 0 (Teleskopsumme).

Dies klappt z.B. in C fiir ¢ := exp(27i/n), ist jedoch falsch in Z/9Z und ( = 4, da
1+4+42=21=3%0in Z/9Z gilt.

Damit konnen wir einen (schnellen) Algorithmus fiir die modulare Darstellung er-
halten:

ALGORITHMUS 1.33: Berechnung der FFT iiber einem geeigneten Ring

Input: n = 2%, ¢ geeignet und R[z] > f = 27 fir',
Output: (£(¢C)i
e if n =1 then return fy.
e Schreibe f = g(a?) + zh(x)
e b:=FFT(n/2,g,(?)
e c:=FFT(n/2,h,(?)
for i :=0ton/2—1do
a; == b; + (¢
Anjo2+i = b; — ('
return a € R"

BEMERKUNG 1.34: Sei R ein Ring mit 1, R enthalte eine n = 2*-te primitive Ein-
heitswurzel fiir alle k. Dann benotigt der Algorithmus O(nlogn) elementare Ope-
rationen in R.

Nach Lemma 1.28 erfiillt x; := ¢* die Bedingungen in Lemma 1.25. Damit
gilt dann T'(n) = 2T(n/2) + cn/2. Per Induktion folgt damit T'(n) = 2*T(1) +
2lclog, n = O(nlogn). O

Damit kénnen wir in geeigneten Ringen/Korpern Polynome schnell multiplizieren:

ALGORITHMUS 1.35: Polynonmultiplikation per FFT

Input: Polynome f, g mit deg f,degg

Output: fg

e Finde minimales k£ mit deg f + degg < 2* und berechne eine primitive 2*-te
Einheitswurzel

e a:=FFT(2" (, f)

e b:=FFT(2" (,9)

o fori=0to2*—14do ¢ = ab;

e return %FFT(2’“,C‘1,C)

(Hier wird {f € Rz]|deg f < n} mit R" identifiziert.)
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BEMERKUNG 1.36: (1) Prinzipiell konnen so auch ganze Zahlen multipliziert wer-
den. Man denkt sich >-!_,b; B’ als Polynom (mit B beeignet), benutzt dann
FFT um die Polynome zu multiplizieren und sortiert dann die Ubertrige (im
Produkt werden die Koeffizienten zu grof sein).

(2) Um ganze Zahlen zu multiplizieren kann z.B. entweder ¢ = exp(27i/n) € C
benutzt werden - oder ¢ = 2 € Z/(22" +1)Z. Was genau benutzt werden sollte,
héngt wieder vom Prozessor ab.

(3) Jede Multiplikationsfunktion fiir Zahlen kann auch sofort benutzt werden um
Polynome iiber Z zu multiplizieren. Aus f = 37, f;a* wird dann z := 37, f; B’
mit B so grof3, dass alle Koeffizienten des Produktes kleiner als 2B sind.

(4) Wenn mehrere Multiplikationen durchgefiihrt werden sollen, kann man ggf. die
FFTs nur einmal am Anfang durchfiihren.



KAPITEL 2

Division und ggT

1. Division

DEFINITION 2.1: Ein Ring R heifit euklidisch, wenn es eine Abbildung v : R — Ny
gibt, so dass es fiir alle a, b € R, b # 0 ein ¢ und r € R gibt mit

a=qgb+r und v(r)<wv(b)

BEISPIEL 2.2: (1) R =7Z mit v(x) := |z| ist euklidisch.
(2) K ein Kérper, R = Klz] mit v(z) := a%® ist euklidisch fiir a > 1 (wegen
deg 0 = —oo ist dann v(0) := 0).
(3) Jeder Korper K ist euklidisch mit #(0) = 0 und v(z) =1

Jetzt wollen wir Algorithmen ifiir Z untersuchen die die Division mit Rest die in der
Definition von euklidischen Ringen gefordert ist, realisieren. Zunéchst nehmen wir
an, dass a, b > 0 gilt. Also a = X" ya;B*, b= Y, b;B* mit a;, b; € {0,..., B — 1}
gesucht ist ¢ = Y% ¢;B° mit 0 < ¢; < B und ¢ = |a/b].

Die Idee ist es, die normale Schuldivision umzusetzen:

1 2 3 4 =17-72+10

119
4 4
3 4

10

Wie auch bei der Division von Hand ist das Problem zu ,raten®, wie oft der Divisor
abgezogen werden kann. Wir werden versuchen, dies an den ersten zwei Stellen
abzulesen.
LEMMA 2.3: (1) Fira € Zund z € R gilt [a + x| = a+ |z]
(2) Fiir e € Z und = € R gilt |az| > a|x] Fir z ¢ Z ist die Ungleichung strikt.
3) B—|B/(x+1)| >z|B/(x+1)] >B/2fir 1 <x<B-1und z,B € Z,
B >1.

(1) klar

(2) |z] = x—efiir 0 < e < 1. Damit folgt dann a|x| = ar—ae und |ax| = a|z|+ae.
(3) B—|B/(z+1)|=|B—B/(z+1)| = |zB/(x+1)] > x| B/(x+1). Schreiben
wir B=¢q(z+1)+rmit 0 <r < a,sogilt |B/(x+1)| =¢=(B—r)/(x+1) >
(B —x)/(z + 1). Die Funktion x — (B — z)/(z + 1) hat ein Maximum bei
—~1/244/1/4 + B ~ /B > B/2. Damit ist das Minimum auf [1, B/2] bei z = 1,
also (B —1)/2. Damit folgt dann x| B/(z +1)] > (B —1)/2. Da die linke Seite
ganz ist, gilt dann weiter x| B/(x +1)| = [z|B/(x +1)|] > [(B —1)/2] =

| B/2]. (Nach Knuth)
U

15
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LEMMA 2.4: Seienn € Nyn >0, a = (an,...,a0)B, b = (by_1,...,b0)B, bp_1 # 0
und a/b < B. Setze nun ¢ := |a/b] und ¢ := min(|(a,B + ay-1)/bp-1], B — 1).
Dann gilt:
(1) §=q
(2) Ist by—y > | B/2], s0 gilt ¢ < ¢+ 2
(3) Setze d := |B/(by—1 + 1)], @’ := ad, V' := bd, so gilt fir die B-adische
Entwicklung o’ = (a},,4,...,ap) und ¥/ = (¥ by) mit b, > | B/2]

n—17r°° >

(1) Aus a/b < B folgt sofort ¢ = |a/b] < B, also gilt die Aussage fiir
G=B—1.Seinun § < B—1, also § = [(a,B + a,_1)/by_1]. Damit haben wir
auch a,B + a,_1 =b,_1q+r mit 0 <r < b,_;.

a—gb < a—Gby_1B"!

n

— ZalB’ B" Y a,B + ayp_y — 1)

n—2
= Z a;B* +rB"!
i=0

(B"' = 1)+ (bpoy — )B" ' =b, 1B ' —1<b

Damit sehen wir a/b — ¢ < 1 und damit ¢ = [a/b] < a/b < G+ 1 und damit
die Behauptung.

(2) Angenommen G > ¢ + 3. Wegen b, ; > |B/2] folgt sofort b # B"~!. Damit
konnen wir dann

IN

. _ay,B+a,1 a,B"+ a, 1B ! < a - a
- bn—l n bn_an_l - bn_an_l b— Brn—1
Damit folgt dann auch (wegen ¢ = |a/b] > a/b— 1)
a a a B!
<§-— —— =t 1=t
A L
Also ¢ 2sz3”11 > 2(by—1 — 1) und ¢ = |a/b] > 2(b,—1 — 1) da dies ebenfalls

ganz 1st. Zum Schluss folgt dann
B-4>G—3>q>2(byy—1)

und B/2 —1 > b,_; und damit ein Widerspruch!

(3) Die Aussage iiber die Lange von o' ist klar. Da b,_; # 0 folgt B/2 > |B/2] > d
Es gilt a},,, = [ad/B""| < |[(B"*' = 1)d/B""] < |d] < B -2
Gilt b,—1 > B/2 so folgt d = 1 und der Rest ist klar. Sei nun b,,_; < B/2 (und
d > 1). Aus Lemma 2.3 folgt B —d > db,,_; > B/2. Wegen d(b—b,,_1B" 1) <
d(B" ' —1) folgt dann b, , = db,_1 + |d/B"'(b—b,_1B"')] < B—1.

O

LEMMA 2.5: Seien a = (ap,...,a9)p, b = (by_1,...,bo)p B-adische Zahlen. Dann
gilt a/b < B genau dann, wenn (ay,,...,a;)p < b gilt.

Wir haben a/b < B falls a/B < b gilt. Aber a/B = (a,,...,a1)p+ag/B =
|la/B]| + ag/B, also a/B < b genau dann, falls [a/B]| < b gilt (da b ganz ist!) O

Damit konnen wir jetzt einen ersten Divisionsalgorithmus bauen:
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ALGORITHMUS 2.6: Input: a = (ap,...a9)s, b = (by,...,bo)p mit b, # 0
Output: ¢ und r mit a = gb+ r und 0 < r < b in B-adischer Darstellung.
1: d:=|B/(b,+1)] und b:=bd, a := ad
2: for j:=0tom—n—1do
q:= min(L—am’jB;r:m’j’lj,B - 1)
while (@p—jy .., Gmen—j—1)p — b <0do g:=q¢—1
dm—n—j = (j
a:=a—ghBm "It
r = (am,...,a9)p/d

BEMERKUNG 2.7: In dem Algorithmus gilt:

(1) Die ,,while* Schleife (Schritt 4) um ¢ zu bestimmen wird maximal 2x durch-
laufen. Ferner haben wir immer (a,,—j, ..., am-—n—;)5/b < B.
(2) Der Algorithmus benotig O(n(m — n)) B-Operationen

(1) Durch Schritt 1 wird erreicht, dass das Lemma anwendbar ist: Ab
Schritt 2 gilt b, > B/2 und ¢ < ¢ + 2. Damit ist auch sofort klar, dass die
Scheife in Schritt 4 nur 2x ausgefiihrt werden kann. Da sich b nicht éndert,
bleibt b, > B/2 bis zum Ende korrekt.

Wir wollen Lemma Lemma 2.4 auf (ay,_j, ..., @n_n—j)p und b anwenden. Per
Induktion gilt j =0

O

2. Der Euklidische Algorithmus

Hier sei R immer ein euklidischer Ring. Ausgangspunkt ist der klassische euklidische
Algorithmus:

AvLGorITHMUS 2.8: Einfacher ggT

Input: a, b € R.

Output: ggT(a,b)
erg:=a,r:=b,i:=1

e while r; # 0 do

o iy =iqritrign,ii=i+1
e return r;_4

’LEMMA 2.9: Der Algorithmus terminiert und ist korrekt. ‘

Die Terminierung folgt daraus, dass in jedem Schritt entweder r; = 0 gilt,
oder v(r;41) < v(r;). Fur die Korrektheit bemerken wir ggT(a,b) = ggT(a,b + qga)
fiir ¢ € Z, also gilt immer ggT(a,b) = ggT(r;, 7i41). O

BEMERKUNG 2.10: Der Algorihmus wird natiirlich anders implementiert. Die r; sind
jedoch niitzlich fiir den Beweis. Hier ist eine vereinfachte, typischere Variante:

Input: a, b € R.

Output: ggT(a,b)

while b # 0 do
a=:qb+r
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a:=b,b:=r
return a

BEMERKUNG 2.11: (1) Durch unsere Normierung sind sowohl ¢ und r als auch der
ggT selber eindeutig bestimmt - zumindest, falls R = Z oder R = K|[t] gilt.
(2) Da ab = ggT(a,b)kgV (a,b) gilt konnen wir auch kgV's berechnen.
(3) Wegen ggT(a,b,c) = ggT(a,ggT(b,c)) konnen wir auch ggTs von mehreren
Elementen berechnen.

Der néchste Schritt ist der erweiterte ggT: es gibt s, t mit ggT(a,b) = sa + tb:

ALGORITHMUS 2.12: Erweiterter ggT

Input: a, b€ R
Output: s, t € R mit ggT(a,b) = sa + tb.
ro:=a,r :=0,1:=1
S .= 1, S1 = 0
to = O, tl =1
while r; # 0 do
Ti—1 = qiTi + Tiy1
Sit1 = Si—1 — ¢3S
Liv1 = ti—1 — ity
return s;, t;

Es ist einfach zu sehen, dass immer r; = as; + bt; gilt. Der Rest folgt dann aus dem
Beweis des ggT Algorithmus.

BEISPIEL 2.13: (1) R=Z, ggT(2238,168) = 6 = 2238 - (—3) + 168 - 40
(2) R=Qt], ggT(t® —1,t> =2t +t —2) =15t +1) = (8 — 1) - 1 — (> — 2t* +
t—2)(t3 + 2t* + 4t + 8)

BEMERKUNG 2.14: Seien a = (ay,...,a9)p und b = (by,,...,by)p, dann kann der
ggT(a,b) in O(mn) B-Operationen berechnet werden. Die selbe Aussage gilt auch
fiir den erweiterten Algorithmus.

Der ggT von f, g € K|t] kann in O(deg f deg g) K-Operationen berechnet werden.

Jeder Durchlauf der Schleife fiihrt eine Division durch:
Tio1 =1 qT + Tig1-

Wie wir gesehen haben, benétigt dies O((logg 7;)(logg ¢;)) B-Operationen, also ins-
gesamt

Z loggrilogg q; < nZlogB g = nlogB(H ¢;) <nlogga=nm
Das selbe Argument klappt fiir K[t]. Fiir die erweiterten Algorithmen werden zusétz-

lich zu der Division noch 2 Multiplikationen durchgefiihrt. Der Aufwand dort ist
dhnlich zu dem der Division. U
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3. ggT in Q|x], erster Versuch

Wir wollen jetzt mehr Ringe zulassen, bisher haben wir ja nur ggT in euklidischen
Ringen, also speziell in K[t] berechnet. In der Praxis will man aber auch in Z[t]
arbeiten oder sogar in Q(z)[t]. Wenn wir den euklidischen Algorithmus iiber Q[z]
oder sogar iiber Q(x)[y] durchfiithren, passiert etwas héssliches: die Koeffizienten
werden sehr, sehr grofl: f := 2® + 827 + 72° + 62° + 52* + 42 + 32% + 22 + 1 und
g := f’, die Ableitung. Dann gilt

ry = —21/42% — 325 — 5/42* +3/42* + 2z +3/4
ry = 1574/1472° 4 870/492" + 148 /72 + 3068/147x* 4 830/49z + 458/49
ry, = —213248/619369x" — 639744/6193692° — 1279488 /619369

—2132480/619369x — 2620275/619369
rs = 3096845/106624x + 619369/3332
re = —144653722563/387105625

Und damit ist der ggT = 1 - aber wir miissen mit sehr groflen Zahlen rechnen.

Ziel ist es einen Algorithmus zu erhalten der diese sog. Koeffizientenexplosion ver-
meidet. Ferner wire es auch schén auf die rationale Arithmetik verzichten zu kénnen.
DEFINITION 2.15: Sei f = 3 fiz® € Z[z]. Dann heifit ¢(f) := ggT(f; : 0 < i <
deg(f)) der Inhalt (content) von f. Ein Polynom f mit ¢(f) = 1 heifit primitiv,
f:= f/c(f) heiBt der primitive Teil von f.

Uber allgemeineren Ringen wird der Inhalt ein Ideal werden: ¢(f) := (f; : 0 < i <
deg f), aber iiber Z (oder Q) brauchen wir dies nicht.

BEMERKUNG 2.16: (1) Es gilt das Lemma von Gauss: Seien f und g primitiv, so
ist auch fg primitiv. 5
(2) 88T(f,9) = ggT(c(f),c(g)) 8T (f,9)
(3) Division mit Rest tiber Ringen: f, g € R[t], g # 0, deg f =: m > degg =: n,
b:=1(g) (I(g) ist der Leitkoeffizient). Angenommen 0™ "*!|c(f), dann exisi-
tieren ¢, r € R[t] mit f = qg + r mit r = 0 oder degr < degg.

(1) Standard Ergebnis, zB. Lorenz, Algebra I, siche néchstes Lemma.
(2) Folgt aus (1)
(3) Per Induktion tiber m: Die Polynonmdivision von f = [(f)a™ + f’ durch g =
[(g)x™ + ¢’ berechnet p = I(f)/l(g) und setzt fi := f —I(f)/l(g)x™ ™g. Dann
gilt deg fi < m und ™ "|e( f1)

O

LEMMA 2.17 (GauB): Seien f, g € Z[t] Polynome, dann gilt ¢(fg) = c(f)c(g).

Wir zeigen dies in mehreren Schritten:

Ein Ideal p C R heifit Primideal falls R/p ein Integritéitsring ist. Fiir p = (p) C Z
und p € P gilt Z/pZ = F, ist ein Korper, also ein Integridtsring. Fiir p Primideal ist
dann p[t] ein Primideal in Z[t], da Z[t]/p[t] ~ (Z/p)[t] gilt. Fiir R Integritéitsring ist
R[t] ebenfalls Nullteilerfrei.
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Sei nun p € P eine Primzahl. Wir setzen w,(f) := min{v,(f;)|f = X fit'} und zeigen
wy(fg) = w,(f)+w,(g) woraus dann die Aussage folgt. ObdA gehen wir davon aus,
dass w,(f) = wy(g) = 0 gilt (sonst kann durch p geteilt werden!). Angenommen
wy,(fg) > 0. Dann betrachten wir fg € (Z/pZ)[t] =: S. In dem Integritétsring S gilt
nun fg =0, also f = 0 oder g = 0. Aber f = 0 in S impliziert v,(f;) > 0 Vi also
w,(f) > 0. Analog fiir g und damit haben wir einen Widerspruch. O

DEFINITION 2.18: Seien f, g € R[z], deg f =: m > degg =: n, b = [(g). Schreibe
b f = gg+1r mit degr < n oder r = 0. Dann heilt ¢ der Pseudoquotient und
r der Pseudorest von f und g

Damit kann nun der euklidische Algorithmus mit Pseudoquotienten aufgezogen wer-
den. Es ist klar, das dies einen ganzzahligen Algortihmus liefert. Wenn wir damit
das Bsp vom Anfang nochmals durchrechnen bekommen wir:

ry = —336x% — 1922° — 80z + 4822 + 641 + 48
rs = 12088322° 4 2004480z + 23869442 + 235622422 + . ..
r, = —32199369818112z* — 965981094543362° — . ..

rs = 3399678094827540348040567817502720x + . . .
re ~ —4668347649724654524298363716818 - 10'2°

Offensichtlich ist dies nicht so gut - die Zahlen sind viel zu gross.

Verbesserung: nur primitive Teile benutzen.
LEMMA 2.19: Seien f, g, ¢ und r wie in Definition 2.18, so gilt

geT(f,g9) = geT(g,7)

geT(g,r) = g&T(g,0™ "' f—qg) = geT(g,b™ " f) = ggT(e(g), b " e(f)) 88T (3, f)
Wenn ¢ primtiv war, so gilt ggT(c(g), ™ " e(f)) = 1. Ferner gilt ggT(g,r) =

ggT(c(g),c(r)) ggT(g,7), also fir f, g primitiv sofort ggT(g,7) = ggT(f, g9). O

Damit dndert sich unser Beispiel zu:

Fo = —212% —122° — 52t + 322 + 42 +3

73 = 7872 + 1305z" + 155423 + 15342% + 1245z + 687
7y o= —4352z" — 130562 — 2611222 — 435202 — 53475
Ts = bxr + 32

e = 1

Was natiirlich viel besser ist. Andererseits haben wir jetzt viele gg'T Berechnungen
und koénnen nur in euklidischen Ringen arbeiten. Es gibt auch ,, Kompromisse“, also
Algorithmen die in beliebigen Ringen arbeiten und , zwischen Pseudoquotienten
und primitiven Resten arbeiten. Dort werden in jedem Schritt Divisionen durch-
gefiihrt die aufgehen miissen. Die Zahlen sind nicht ganz so klein wie bei dem primi-
tive Algorihmus, aber viel kleiner als die Pseudoquotienten-Methode. Diese heiflen
z.B. Subresultanten Algorithmen.



4. MODULARE ALGORITHMEN 21

4. Modulare Algorithmen

Seien R, S Ringe (wir werden sie spéter einschrénken), ¢ : R — S ein Ringhomo-
morphismus. Dieser induziert einen Homomorphismus von Polynomen:

¢:R[t] = S[t]: f=>_ fit' = > o(fi)t"
Offensichtlich gilt deg ¢(f) < deg f wobei < genau dann gilt, falls I(f) € ker ¢ gilt.

Wir wollen diesen Homomorphismus nutzen um die ggT Berechnung in R[t], wo sie
schwierig ist, nach S[t] zuriickfithren, wo es hoffentlich besser geht.

LEMMA 2.20: Seien 0 # f, g € R[t] und h := ggT(f, g). Dann gilt

(1) Ist ¢(f) irreduzibel und deg(f) = deg(¢(f)), so ist f irreduzibel

(2) Gilt deg ¢(f) = deg f so folgt deg ¢(h) = degh

(3) Gilt deg ¢(h) = deg h so folgt deg ggT(o(f), ¢(g)) > degh

(4) Sei f primitiv und deg¢(h) = degh. Ist k € R[t] mit k|f, k|g und ¢(k) =
ggT(o(f), ¢(g)), so gilt k = ggT(f, g)

(1) Ang. f = ab mit dega, degb > 0, so folgt ¢(f) = ¢(a)p(b). Wegen

deg f = deg ¢(f) und dega > deg ¢(a) folgt sofort auch deg ¢(a) = dega > 0
und, analog, deg ¢(b) = degb > 0. Also ¢(f) nicht irreduzibel.

(2) Sei f = qh und deg f = deg ¢(f), so folgt wie in (1) sofort deg ¢(h) = deg h.

(3) Wesen bl f, hlg folat sofort 6(h)]o(f) und 6(h)|6(g). Also auch 6(h)| g2T(6(/), 6(9))
und damit degh = deg ¢(h) < degggT(¢(f), ¢(9))-

(4) Wie oben folgt sofort degk < degggT(f, g) und deg ¢(k) = deg k. Damit folgt
die Aussage iiber den ggT aus der Primitivitdt (f primitiv = &k primitiv und
ggT primitiv)

O
Fir R = Z wollen wir S = Z/pZ = F, benutzen. Hier schreiben wir ¢, : Z — F), fur

die kanonische Abbildung. Nehmen wir wieder f = 33, it'™1 +t® und f’ wie oben
Dann gilt (via Computer):

geT(pa(f), d2(f)) = L+ +t'+2+1
geT(os(f), o3(f)) = t+1
g8T(o5(f) o5(f)) = 1

Also wissen wir sofort (von ¢5), dass f und f’ Teilerfremd sind - und f quadratfrei.
Ebenso sehen wir, dass ¢3, ¢9 nicht klappen.

DEFINITION 2.21: Seien f, g € Rt], g # 0, deg f > degg. Eine Polynomrestfolge
(polynomial remainder sequence) ist eine Folge ro = f, r1 =g, ri € R[t] so, dass
es «y, B € Rund ¢; € R[t] gibt mit a;r;_1 = qir; + Biriz1 1 < @ <1 — 1. Ferner
muss der Pseudorest von r;_; und r; gleich 0 sein.

Beispiele hierfiir haben wir bereits gesehen: die normale euklidische Division in Q[¢]
liefert eine Restfolge, die Pseudodivision eine andere.

LEMMA 2.22: Sei (r;)o<i<; eine Polynomrestfolge fiir f und g. Dann gilt 7 =
ggT(f,9)
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Nach Definition der Polynomrestfolge gilt a;r;—1 = ¢;r; + B;r;+1 und daher
ge T (7, 7 — 1) = ggT(7y, Tita). 0

SATZ 2.23: Seien f, g € Z[t], h := ggT(f,g). Dann ist ¢,(h) = ggT(o,(f), ¢p(g))
fiir fast alle (also bis auf endlich viele Ausnahmen) p € P.

Ist f =0 oder g = 0 so ist die Aussage trivial. Sei nun f primitiv, f, g # 0
und (r;); eine Polynomrestfolge fir f und g. Ist nun p € P mit p fI(r;) fiir 0 < i </,
so ist ¢,(r;) eine Polynomrestfolge fiir ¢,(f), ¢,(g) da die Grade gleich sind. Also

ist ¢p(r1) = 28T (b,(f), ¢p(g)) nach Lemma 2.20.

Wenn nun f oder g nicht primitiv sind, so wende den Satz zunéchst auf f und g an
und benutze ggT(f, g) = ggT(c(f),c(g)) geT(f,§). Fiir p € P mit p fI(f)I(g) und

p Al(r;) folgt wieder ¢,(h) = ggT(d,(f), $p(9))- Aus ¢(h) = ¢y(c(h))d,(h) folgt
dann die Behauptung. U

Um dies jetzt schon anwenden zu kénnen, miissen wir noch Aussagen iiber die Grofie
der Koeffizienten machen.

DEFINITION 2.24: Sei f := ¥ fit' € CJt] beliebig. Dann definieren wir || f|2 :=
(12D und [|f]l == [lflloc = max{|fi} als die Norm von f.

SATZ 2.25: Seien h|f € C[t] dann gilt

l(h
Ihll < 2degh|lEf§Hrf\|2

Ubung! O

KOROLLAR 2.26: Fiir h|f € Z[t] gilt ||h]| < 298| ]|

Aus h|f folgt sofort I(h)|l(f). Daher ist der Quotient < 1 und kann weg-
gelassen werden. O

Damit gilt auch || ggT(f, g)|| < min(298 7| f|l5, 29| g||»).
SATZ 2.27: Seien f, g € Z[t] primitiv, h := ggT(f, g) sowie a = I(f), b = I(g)
¢ = ggT(a,b). Ferner sei M C PP endlich mit
(1) op(h) = 88T (dp(f), Pp(yg)) fir p € M
(2) éylc) # 0 fir p & M
(3) @ :=Ilpenr p > 2|c|||h]
Ist nun k& € Z[t] mit
(4) ¢p(k) = ggT(dp(f), Pp(9))
(5) dp(l(k)) = ¢p(c)
(6) [kl <aq/2
So gilt k = +h
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Sei d = l(h), dann gilt d|c. Setze ¢’ := ¢/d, ' := 'h, so folgt I(h") = ¢. Mo-
dulo Multiplikation mit Elementen in Fy, gilt nun fiir p € M: ¢, (k) = ggT(¢,(f), #,(9)) =
dp(h'), also exisitiert ein s, € Fy mit ¢,(k) = s,0,(h'). Wegen 0 # ¢,(c) = ¢p(I(k))
gilt nun 1(9,(K) = dy(c) = Uy(W)) wnd sogar d,(k) = G,(W). Wegen [IH] =
[I|R] < lelllhll < ¢/2 und [[k[| < g/2 folgt dann |[h" — K[| < [[E]| + [|P]| < ¢ also
k = h'. (Nach dem Chinesischen Restsatz folgt fiir die Koeffizienten von k und A’

k; — h}, = 0 mod ¢, also sind alle nicht-Null Koeffizienten von k& — b’ mindestens q)
Somit k = +h da h primitiv ist. O

Damit kénnen wir jetzt einen modularen ggT Algorithmus angeben. Da dieser etwas
komplizierter ist, machen wir es informal, angefangen mit einem Beispiel: Sei f :=
2T +12254+1225 41232445623 4+-362% +3602+60 und ¢ := 2°+12254+-224+-32% +362+6.

Also gilt || ggT(f, 9)|| < min(27-392,25.39) = 2496. Nun berechnen wir ggT(¢,(f), ¢,(g))
fiir verschiedene p (und kombinieren Ergebnisse mit dem Chinesischen Restsatz)

p= 23+ 2
D= z° + 22°
p=5  a*+2x+2
p= 22 + 5z + 2

5-7=35 2+ 120 +2

p=11 2>+ x+2
5.7-11=1385 22412z +2
p=13 2*+ 122 +2
5.7-11-13=5005 a2+ 122 +2

Wie wir sehen, brauchen wir eigentlich weder p = 11 noch p = 13, da wir modulo
5 - 7 bereits das korrekte Ergebnis hatten. Nun versuchen wir einen Algorithmus zu
formulieren:

ALGORITHMUS 2.28: Modularer ggT von normierten Polynomen in Z[t]

Input: f, g € Z[t] normiert.
Output: h = ggT(f,g)
ep:=1m: =1
o B = min(25 7 | f]5, 2059 | g
e while true do
p :=NextPrime(p)
h = ggT(p(f), Pp(9))
Falls m = 1 oder degh < degk dann k :=h, m :=p
Falls deg h > deg k dann néchste Primzahl.
Mit dem Chinesischen Restsatz kombiniere h mod m und k mod p um
h mod pm zu erhalten. Setze m := mp.
e  Falls m > 2B gilt und h|f, h|g dann gib h zuriick.
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Im Prinzip brauchen wir die Schranke gar nicht: Im letzten Schritt testen wir die
Teilbarkeit. Wenn sie erfiillt ist sind wir fertig, sonst nicht.

Falls f, g nicht normiert sind, so gibt es mehrere Mdoglichkeiten:

(1) Wir konnen, wie in dem Satz, die Leitkoeffizienten einbauen
(2) Wir kénnen die Polynome normieren und die Transformation dann fiir den ggT
wieder riickgéngig machen.

BEMERKUNG 2.29: Sei f = 3 f;t’ primitiv vom Grad n := deg f. Dannist f(t/(cf,))f" "
normiert. (Die Division die hier gefordert ist ist exakt und geht auf)

Weiters Problem: Die Teilbarkeit zu testen ist nicht preiswert - speziell wenn A noch
falsch ist. In der Praxis optimiert man:

(1) Teste die Teilbarkeit nur wenn h sich bei 2...5 Primzahlen nach dem Chinesi-
schen Restsatz nicht mehr dndert

(2) Teste ob die konstanten Koeffizienten sich teilen

(3) Teste ob die Norm ||A|| nicht zu Grof ist

(4) Teste erst wenn m > C' gilt wobei C kleiner als B gewahlt wird (wie wir im
Beispiel gesehen haben ist B viel zu Grofi!)

(5) Statt p = 2 nimmt man p > 2%° oder noch gréfier. p wird als grofte Primzahl
gewihlt mit der noch schnell (single precision) gerechnet werden kann. Statt
NextPrime benutzt man PreviousPrime.

Achtung: Das Ganze funktioniert natiirlich nur wenn wir das symmetrische Restsy-
stem fiir Z/mZ benutzen - sonst konnen wir nie negative Koeffizienten finden.

Fiir Polynome iiber Q gibt es mehrere Moglichkeiten:

(1) Wir konnen sie einfach mit dem Hauptnenner skalieren und dann den Z[x]
Algorithmus benutzen.

(2) Wir kénnen auch direkt mit Q und ¢, arbeiten. Hier diirfen die Primzahlen
keine Nenner der Koeffizienten teilen. Zusétzlich brauchen wir noch Techniken
um von x € Z/mZ wieder nach x € Q zuriick zu finden (die gibt es)

Andere Ringe: Um diesen Algorithmus (diese Idee) zu benutzen brauchen wir Ringe
S die wir statt F, = Z/pZ benutzen kénnen. Z.B. geht das direkt auch in Kx](t)
also fiir Polynome wo die Koeffizienten bereits Polynome sind. Falls K = Q gilt so
gibt es natiirlich auch wieder die Koeffizientenexplosion, aber fiir K = F,[z] klappt
dies sehr gut.

Varianten werden auch fiir Zahlkérper benutzt, hier gilt R = (Z[z]/f)[t]. Die Ringe
Z/pZ sind etwas komplizierter, aber auch hier konnen wir ggT( f, g) mod p berechnen
und den Algorithmus wie oben verwenden.

Zum Abschluss wollen wir uns noch die Komplexitéit ansehen, zumindest so un-
gefahr:

SATZ 2.30: Der Algorithmus 2.28 fiir deg f > deg g hat eine Laufzeit von
3
O(deg" f max(|| f|, llg]))




4. MODULARE ALGORITHMEN 25

ObdA: deg f > deg g. Wir haben log B = O(deg f logmax(|| f||, ||g|l)). Die
duflere Schleife wird maximal log, B mal durchlaufen (da alle Primzahlen > 2 sind).
In jedem Durchlauf haben wir einen ggT in [F,,, also O(deg f deg g) viele IF,, Operatio-
nen. Da hier p durch eine Konstante beschriankt ist, nehmen wir diese Operationen
als konstant an. Zusétzlich haben wir noch den Chinesischen Restsatz mit 2 Mo-
duln. Dieser benétigt 2 modulare Invertierungen, 5 Produkte und 1 Summe, also
ist der Aufwand hier O(log®m) = O(log® B) (klassische Schulmultiplikation). Die
Probedivisionen brauchen O((deg f — deg h) deg h) viele Z-Operationen mit Zahlen
der GroBe B, also O(deg f?log® B). Wenn wir jetzt alles zusammensetzen, erhalten
wir:

O(deg f max(]|f]|, lgll)(deg® f+deg f(deg® f max(|| £, g]]))*)) = O(deg” f max(|£], |gl))
O

(Was wir im Beweis auch schen ist das die Probedivisionen sehr teuer sind. Ohne
diese erhalten wir O(deg® fmax®(|| ]|, |lg||))). Mit schneller Multiplikation werden
die Exponenten sofort kleiner.






KAPITEL 3

Gleichungssysteme

Ein Grundproblem der Algebra ist es Gleichungssysteme zu losen - ein grofler Teil
der modernen Algebra ist entstanden, um Polynomgleichungen zu verstehen. Daher
ist es nicht iiberraschend, dass wir uns in der praktischen Mathematik ebenfalls
damit auseinandersetzen miissen.

In der linearen Algebra wurden lineare Gleichungssystem iiber Kérpern behandelt.
Ein zentrales Ergebnis ist der Gaufl Algorithmus und das Versténdnis der Vektor-
raumstruktur. Obwohl dies klassische Ergebnisse sind, so ist selbst das Losen von
linearen Gleichungen iiber Q immer noch aktuelles Forschungsgebiet.

Ahnlich wie bei den Polynomen kommt es auch hier zu einer Koeffizientenexplosion
die wir zuniichst durch den Ubergang zu Z vermeiden wollen. Hier haben wir dann
wieder das Problem, dass es keine Z-Vektorrdume gibt - dhnlich wie das iProblem,
dass Z[t] nicht euklidisch ist.

1. Moduln

Im weiteren sei R wieder kommutativ mit 1.

DEFINITION 3.1: Eine abelsche Gruppe M heifit R-Modul, falls es eine bilineare
Abbildung von R x M — M : (r,m) — rm gibt mit (rs)m = r(sm) und 1m = m
fir r, s€ Rund m € M.

Eine Teilmenge B C M heifit frei (linear unabhéngig), falls aus Y- r;b; = 0 stets
r; = 0 folgt fiir jede endliche Summe.

Eine freie Teilmenge B heiffit Basis von M falls jedes m € M als endliche Linear-
kombination dargestellt werden kann: m =3 r;b;.

Ein Modul mit Basis heift frei.

BEISPIEL 3.2: (1) Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul.
(2) Z/NZ ist nicht frei fir N > 1 da es keine freie Teilmenge geben kann: Nm = 0
fiir jedes m.
(3) R™ ist frei mit Basis {e;}.
(4) Ist M frei mit endlicher Basis B, n := |B|, so gilt M ~ R". n heifit auch der
Rang rk(M) von M.
(5) Sei K ein Korper, dann ist jeder K-Vektorraum ein freier K-Modul.

SATZ 3.3: Sei R ein Hauptidealring, M ein freier Modul mit endlicher Basis und
V' < M ein Teilmodul. Dann ist V' ebenfalls frei vom Rang < n.

27
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Per Induktion iiber n =Rang(M). n = 1: Dann gilt B = {b;} und jedes
Element von M (und V) ist ein Vielfaches von b,. Betrachte
A:={reRlrby €V}

Da V ein R-Modul ist, so ist A < R ein Ideal. Da R Hauptidealring ist, so gibt es
ein @ € R mit A = (a). Damit folgt dann V' = ab; R.

Sei nun n > 1 und B = {by,...,b,} eine Basis von M. Dann definieren wir die
Abbildung
gb:MﬁR:ZTibiﬁrn
Diese Abbildung ist R-linear und ¢(V') wieder, wie oben, ein Ideal in R, also gilt
o(V) = (an). Wenn wir jetzt
M — M:m—m—¢(m)b,

betrachten, so ist (M) offenbar frei vom Rang n — 1 mit Basis {b1,...,b,_1}. Nach
Induktionsvoraussetzung ist nun V' := V N (M) frei mit Basis {vy,...,u} < n.
Offenbar gilt v = 1 (v) + ¢(v)b,, also ist {vy, ..., v, a,b,} eine Basis von V. O

BEISPIEL 3.4: (1) M =Z3, U = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)). Dann ist U frei vom
Rang 3 aber U # Z? was bei Vektorrdumen nicht passieren kann! (U hat nur
Elemente bei denen die Summe der Koorpdinaten gerade ist)

(2) M =7Z,U = (2,3) ist frei (U = M) aber keine freie Teilmenge des Erzeugen-
densystems ist eine Basis.

DEFINITION 3.5: Sei S € R™ ™ dann heifit ker A := {z € R"|Ax = 0} der
Nullraum von A. Der Spaltenraum ist definiert als bild A := {Az|z € R"} C R™.

Klar ist, dass bild A und ker A Untermoduln (Teilmoduln) sind. Damit ist auch
klar, dass sie frei sind - falls R ein Hauptidealring ist. Im Prinzip ist damit die
Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen klar: ker A beschreibt das homogene
System, Az = b ist 16sbar, genau dann wenn b € bild A gilt. Ist ¢ eine Losung, so sind
alle anderen Losungen von der Form ¢ + k mit k € ker A - wie bei Vektorrdumen.
Was noch fehlt ist der Gaufi-Algorithmus um eine Basis fiir ker A und bild A zu
finden.

2. Hermite Form

DEFINITION 3.6: Sei R euklidisch und v : R — N die zugehorige euklidische
Funktion. A = (a;;);; € R™" ist in Hermite Normalform (HNF) (oder auch
Hermite Spaltenreduziert) wenn gilt:

(1) Es exisitiert 0 <r <nmmit a;; =0 fir j >rund 0 <i <m

(2) Fiir 1 < j < r sei f(j) := min{i : a;; # 0}. Dann ist f als Funktion

fAL...,r} = {1,...,m} streng monoton wachsend.

(3) Fiir 1 <j <rgilt v(agg)r) < viagy),) fir k < j.
Also ist A in Zeilen-Stufen-Form, eine untere Dreiecksmatrix.
Fir R = Z verlangt man noch ay(;); > 0. Im Allgemeinen kann die , Diagonale®
modulo Einheiten gedndert werden.

Es gibt Varianten der HNF wo die Matrix in eine obere Dreiecksmatrix transformiert
wird oder die Nullspalten links statt rechts stehen. Natiirlich gibt es auch Zeilen
HNFs.
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BEISPIEL 3.7:

5 000
-4 9 0 0
1 200
Wie wir sehen, hiangt die HNF auch von der euklidischen Division ab.

Nun brauchen wir einen Algorithmus um A in HNF zu iiberfithren. Aber studieren
wir zunéchst einmal die Figenschaften:

BEMERKUNG 3.8: Sei R euklidisch und A = (a;;) € R™ " in HNF, wobei die
Spalten 1, ..., r nicht identisch Null sind und die Spalten r+1, ..., n identisch Null
sind. Dann gilt:

(1) Die nicht-Null Spalten von A bilden eine Basis fiir bild A
(2) Die Standard Basis Vektoren e, 1, ..., e, bilden eine Basis fiir ker A.

Beides ist eine direkte Folgerung aus der Zeilen-Stufen-Form von A.

BEMERKUNG 3.9: Sei R euklidisch und a, b € R. Dann gibt es s, t € R mit g :=
ggT(a,b) = sa + tb. Damit folgt dann

det(i _al;/gg>:1

wn (5 ) =0

alg

und

SATZ 3.10: Sei R euklidisch, A € R™*"™. Dann gilt

(1) Es gibt ein U € Gl(n, R) (also det U € R*), so dass B := AU in HNF ist.
(2) Es gibt ein U wie in (1), welches ein Produkt von Elementarmatrizen der
Form

E@j(&) = ]n + 5m~a, Pi,j = In — 51',2' — (Sjﬂ‘ + 51‘73' + (Sjﬂ‘ und SZ(U,) = ]n + (U — 5%,@)
fiir a € R und v € R* ist. Also kann A durch elementare Transformationen
in HNF iiberfithrt werden.

Fir R =7Z oder R = K]|t], K ein Korper, ist die HNF eindeutig (modulo euklidi-
scher Division): Ist B = AU eine HNF von A und C' = AV eine weitere HNF, so
folgt B = C.

Wir zeigen (2) per Induktion iiber n: n =1, A = (a) ist in HNF (fiir (3)
muss noch mit Einheiten skaliert werden)

Sei nun n > 1. ObdA ist die 1. Zeile von A nicht identisch Null, sonst kann sie (im
Prinzip) weggelassen werden. Durch geeignete Spaltenvertauschungen erreichen wir

1,1 7"é 0.

Fir j := 2 bis n tun wir nun das folgende: Falls a;|a;; so multiplizieren A mit
Ey j(—ay;/a1,) (ziehe das ay ;j/aq 1-fache der 1ten Spalte von der jten ab) um a1 ; =
0 zu erreichen.

Sonst multipliziere mit einer Variante von Bemerkung 3.9 um a1 = ggT(a1,1,a1,)
und a; ; = 0 zu erreichen.
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Zum Schluss gibt es dann in der 1. Zeile nur einen von 0 verschiedenen Eintrag.

Per Induktion kann nun die Teilmatrix, die durch das Weglassen der 1. Zeile und 1.
Spalte entsteht, in HNF iiberfiihrt werden.

SchlieBlich muss noch Definition 3.6.(2) erreicht werden. Aber dies folgt mit einer
euklidischen Division um ay(;); modulo ay;) ; zu reduzieren.

Um (2) zu zeigen muss noch die Matrix aus Bemerkung 3.9 in Elementarmatrizen
zerlegt werden. Aber dies ist eine direkte Folge aus dem erweiterten ggT Algorith-
mus. (Ubung)

Die Eindeutigkeit fiir Z und K[t| folgt aus unserer Normierung des ggT und einem

fixierten Divisionsalgorithmus (fixes Restsystem). U
BEISPIEL 3.11:
1 2 3 4 1000
A=|[5 6 7 8 |—=11400
9 10 11 12 1 800

BEMERKUNG 3.12: Sei R euklidisch, A € R™*" und U € Gl(n, R) mit B := AU ist
in HNF, die Spalten 1, ..., r von B seien # 0, die lezten seien 0. Dann gilt:

(1) Die Spalten 1, ..., r von B bilden eine Basis fiir bild A
(2) Die Spalten r 4+ 1, ..., n von U bilden eine Basis von ker A
(3) Gilt n =m, so folgt det A = u[]b;; fiir u € R*

Direkte Folge von U € Gl(n, R) O
BEISPIEL 3.13: Oben gilt bild A = ((1,1,1)",(0,4, 8)")

Mit der HNF koénnen dann lineare Gleichungssysteme iiber Z gelost werden. Das
Problem hier ist das unser Algorithmus eine starke Koeffizientenexplosion zeigt.
Ohne es Formal zu beweisen, kénnen wir trozdem sehen warum: Wir fangen an mit
einer Matrix A, bei der alle Eintrage die Grofie M haben (oder kleiner sind). Dann
berechnen wir den ggT mit Darstellung von zwei Eintrégen. Nach dem Ubungsblatt
gilt ggT(a,b) = sa + tb mit s = O(b), t = O(a), also haben s, t die Grofle M. Dann
multiplizieren wir mit der ggT-Matrix. Die Elemente der 2. Spalte haben nun die
GroBe 2M (bis auf den 1. Eintrag der ist 0). Die 1. Spalte ist jetzt auch von der
GroBe 2M (bis auf den 1. Eintrag der ist (wahrscheinlich) 1).

Jetzt geht es zur 3. Spalte, hier wird warscheinlich kein ggT mehr berechnet, also
wird nur ein M-Faches der 1. Spalte abgezogen. Die 3. Spalte hat daher eine Grofie
von 3M. Analog haben alle weiteren ebenfalls die Gréfie 3M.

Jetzt geht es in die 2. Zeile, hier fangen wir bereits mit eine Matrix an wo alle
Eintrage die Grofle 2M bzw. 3M haben. Die analoge Prozedur éndert die 2. und 3.
Spalte erst auf (2 + 3)M = 5M und dann alle Weiteren auf (5 + 3)M = 8M. Die 3.
Zeile erhilt dann (5 + 8)M und (5 + 8 + 8) M. Induktiv sehen wir das die Zahlen in
jedem Schritt mehr als doppelt so grofl werden, also exponentiell wachsen!

Die ist natiirlich kein Beweis, erklart jedoch die Beobachtung das der Algorithmus
unter extremer Koeffizientenexplosion leidet.

Hier gibt es nun zwei Losungen die eingesetzt werden. Die offensichtliche Idee modulo
p zu rechnen und den Chinesischen Restsatz zu benutzen geht leider nicht. Aber es
gibt andere Ideen.
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BEMERKUNG 3.14: Sei A € Z™" mit d := det A # 0 und d|D beliebig. Dann gilt
(HNF(A)|0) = HNF(A|DI,). Insbesondere kénnen in dem Algorithmus im Beweis
von Satz 3.10 alle Zahlen modulo D reduziert werden.

Sei B := HNF(A) mit B = (b;;);; dann gilt d = []b;;,. Wir wollen zeigen,
dass De; € bild A gilt. Wegen b 1|D ist ¢; := D /by 1 € Z, dann gilt De; —c1(b;1); =
—(0, Clb271, .. .)t. Da b272|01 gllt, SO fOlgt mit Cy = Clb271/b272 dann Del — Cl(bi,l)i —
ca(bi2)i = —(0,0,c1b31 + cabsa,...)" Induktiv folgt damit De; € bild A. Analog
ebenso fiir De;. Da die HNF eine eindeutige Modulbasis berechnet, folgt so die
Behauptung. O

Achtung: es gibt zwei verschiedene Varianten modularer HNF's:

(1) Die in Bemerkung 3.14 beschrieben wird
(2) Eine direkte Berechnung iiber Z/DZ (wenn wir akzeptieren, dass Z/DZ im
Prinzip euklidisch ist (Ubung)).

Obwohl diese in einem engen Zusammenhang stehen, sind sie doch verschieden. Z.B.:
fir A = (D) folgt HNF(D|D) = (D|0) aber, in Z/DZ gilt HNF(D) = (0). Dies ist
wichtig weil der Algorithmus implizit in Bemerkung 3.14 in Z arbeitet und daher,
je nach Implementierung, sehr wohl Zahlen > D benutzt! In einem typischen HNF
Algorithmus wird die HNF von (A|D1I,,) dadurch ausgerechnet, dass zuerst HNF(A)
berechnet wird, und dann DI, modulo der HNF reduziert wird. Andererseits, in
7./ DZ sind alle Zahlen offensichtlich beschrankt. Was hier noch gezeigt werden muss
ist:

BEMERKUNG 3.15: Sei A € Z™" mit d := det A # 0 und d|D beliebig. Ferner sei

B € Z"*" mit B mod DZ = HNF(A mod DZ). Dann gilt HNF(A) = HNF(B|DI,,)
und die letzte, unmodulare HNF kann einfach berechnet werden.

3. p-adische Approximation

Sei A € ™" b € Z™. Wir suchen x € Z™ mit Az = b. Wir konnen dies natiirlich mit
der HNF l6sen - haben jedoch das Problem, dass Koeffizientenexplosion auftreten
wird. Die modulare HNF kénnen wir aus zwei Griinden nicht benutzen:

(1) Wir kennen die Determinante nicht.
(2) Wir brauchen die Transformationsmatrix.

Die Determinante konnten wir sogar noch berechnen, aber dann? Anderer Ansatz,
motiviert von der Numerik.

Sei p € P eine Primzahl und - : Z — Z/pZ = F, die Restklassenabbildung. Dann
schreiben wir A = (@, ;) und b = (I;) fiir die Matrizen modulo p. Da A und b iiber [,
einem Korper, gegeben sind ist es einfach z zu finden - oder, falls Z nicht exisitiert,
zu entscheiden, dass es keine Losung in Z geben kann.

Sei nun Z; mit AZ; = b gegeben. Also existieren z; € Z", ¢; € Z™ mit Axy = b+pcy
via ¢; := (Ax; — b)/p. Wenn wir nun Z» finden kénnen mit AZy = —¢y, so folgt
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A(xy + pr2) = b+ pey + p(—cy + pez) = b+ pcy fiir ¢y := (Azy — ¢;)/p. Durch
iterieren konnen wir so x;, ¢; finden mit
A Zpi_lxi =b+pig
Falls nun Az = b genau eine Losung in Q™ hat und diese in Z" lebt, so kénnen wir
sie mit dieser Methode finden. Fiir p* > 2||z||o muss offensichtlich z; = z gelten -
wenn wir z; im symmetrischen Restsystem modulo p* darstellen. Speziell klappt dies
immer wenn A € Gl(n,Z) ist und hat eine Chance wenn A € Gl(n, Q) N Z™*™ gilt.
Das Problem hier kommt von Gleichungen die in Q (eindeutig) losbar sind, aber
nicht in Z:
2z =1

hat fiir p = 3 immer Loésungen: 2-2=1mod 3, 2-5=1mod 9, 214 = 1 mod 27,
..y 2-(3"+1)/2 = 1 mod 3" aber nie 2z = 1. Damit brauchen wir noch weitere
Hilfsmittel:

(1) um zu entscheiden ob eine Losung existiert brauchen wir die Gréfe der poten-
tiellen Losung

(2) i. Allg. miissen wir entweder den Nenner von z finden oder irgendwie wieder
nach Q kommen

(3) was passiert wenn Az = b eindeutig losbar sein soll, A7 = b jedoch viele
Losungen hat?

Das letzte ist einfach: in diesem Fall nehmen wir eine andere Primzahl. Die beiden
anderen Punkte miissen wir vertagen: die Nenner und die Gréfle der Losung werden
aus der Cramerschen Regel und der Hadarmad Ungleichung bzw. dem Chinesischen
Restsatz folgen, das ,,zuriick nach Q* benétigt die Gitter.

4. Gitter

Sehen wir uns mal einen kleinen Modul an, gegeben als Spaltenmodul einer Matrix:

1 0
( 83846179880 100000000003 >
Dann ist die Matrix bereits in HNF, aber, mit ein bischen ausprobieren sehen wir

1 0 —29541 413704 \ [ —29541 413704
83846179880 100000000003 24769  —346875 )\ 239227 34895
was auch nich schon ist - aber wenigstens sind jetzt alle Zahlen nur halb so lang
wie oben! In gewissem Sinne, ist die neue Matrix , kleiner” als die Alte. Dies soll
nun systematisch untersucht werden, wobei ,klein“ im Sinne von euklischer Norm

gelesen wird.

DEFINITION 3.16: Ein Z-Modul L C R"™ heifit Gitter, wenn er frei von Rang
tk L =2 m < nist, also L = }7", Zz; gilt und die x; zusétzlich noch R-linear
unabhéngig sind. Die Menge {1, ..., 2,,} heifit dann Gitterbasis von L.

BeispieL 3.17: (1) L=2"

(2) L= ((1,0)",(~1/2,v3/2)")

(3) (e,m) C R ist kein Gitter
BEMERKUNG 3.18: Sei L ein Gitter und {x1,...,z,} und {yi, ..., yn} Gitterbasen.
Dann gibt es U € Gl(m,Z) mit (z1,...,Zm) = (Y1, .., Ym)U.
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Da (y;) Basis, gibt es w;; mit z; = > w;;y;. Damit gilt (xq,...,2,)

(Y1, -+, Ym)U. Da wir analog ein V finden kénnen mit (y1,...,ym) = (21,...,2m)V
sind U und V iiber Z invertierbar, also in Gl(m, Z). O
DEFINITION 3.19: Sei L C R™ ein Gitter vom Rang n mit Basis {z1,...,x,}. Sei

X = (z1,...,x,) € R™*" die Basismatrix. Dann heifit

d(L) = Vdet X'X = \/(wtz;)e;

die Diskriminante von L.

BEMERKUNG 3.20: Die Diskriminante d(L) von L ist unabhéngig von der Wahl der
Gitterbasis.

Seien {z1,...,x,} und {yi,...,y,} Gitterbasen. Nach Bemerkung 3.18
existiert dann eine unimodulare Matrix U € Gl(n,Z) mit X = YU. Damit gilt dann

d(L)? = det X'X = det(YU)(YU) = det U det Y'Y det U = det V'V
0

BEMERKUNG 3.21: Sei L C R" Gitter vom Rank n mit Basis {zi,...,z,}. Eine
(messbare) Menge F' C R™ heifit Fundamentalbereich von L falls gilt

(1) R*=Uper A+ F
(2) Fir A\£peLgilt \+ FNpu+F=10

[':={>Xrz :0<r <1} ist ein Fundamentalbereich oder Grundmasche von L.
Ferner haben wir fiir jeden Fundamentalbereich G, dass Vol G = d(L) gilt. G ist ein
Vertretersystem fiir R/ L als Z-Moduln.

SATZ 3.22 (Gram-Schmidt): Seien 21, ..., z, € R™ R-linear unabhéngig. Definiere
xy, ..., x; € R™ mittels:
(1) 7 =z t
(2) Fiir ¢ > j sei p;j == %, B; := (z})'z} und z} == 2; — X000 piya}
—Hij t>]
Ferner setze M = (M, ;) € R™"™ mit M, ; :==<1 i = 7. Dann gilt:
0 sonst
(1) xF #0, also B; # 0
(2) x7 ist die Projektion von z; auf (xy,...,z;_1)*
(3) (xf,...,2%) = (z1,...,2)M
(4) (z7)'a} = 0 fiir ¢ # j, d.h. die ] sind ein Orthogonalsystem
Direktes Nachrechnen bzw. Nachschlagen in GdM. U

KOROLLAR 3.23 (Hadarmad Ungleichung): Seien z; € R™ (1 < i < n) Vektoren
und X := (21,...,2,). Dann gilt

| det X| < T fls]l

i=1




34 3. GLEICHUNGSSYSTEME

Seien M und z} wie in Satz 3.22 und X* = (27,...,2}). Dann gilt X* =

rn

XM und det M = 1 da M Dreiecksmatrix mit 1sen auf der Diagonale ist. Also auch
det X? = det X' X = det(X™)' X*
Da die z} orthogonal sind, folgt (X*)!X* = diag(By, ..., B,) mit B; = (z})'z}. Aus

Satz 3.22.(2) folgt B; < xtx; (Vektoren werden kiirzer unter einer Projektion) und
so die Behauptung. 0

BEMERKUNG 3.24: Die Hadarmad Ungleichung ist Ausgangspunkt fiir die Bere-
chung von Determinanten iiber Z wie wir in der Ubung sehen werden.

BEMERKUNG 3.25: Die Determinanten kénnen benutzt werden um Lineare Glei-
chungssyteme zu losen. Sei A = (aq,...,a,) € Z™"™ und b € Z". Fir v € Z" mit
Az = b gilt x; = det(ay,...,a;-1,b,a;11,...,a,)/det A. Damit haben wir jetzt zwei
weitere Methoden x zu finden:

(1) wir konnen alle Determinanten mit der letzten Bemerkung berechnen

(2) wir berechnen nur det A und benutzen dann die p-adische Methode um z; zu
berechnen. Nach der Cramerschen Regel ist dann x;det A € Z und z; kann
daher gefunden werden, falls p* > 2|z; det A| gilt.

Beide Methoden habe gegeniiber der HNF den Vorteil, dass sie die Koeffizientenex-
plosion vollstdandig vermeiden. Wir werden spéter noch eine dritte Methode kennen-
lernen.

5. Der LLL Algorithmus

DEFINITION 3.26: Sei L. C R" ein Gitter vom Rang n. Eine Basis {z1,...,z,}
von L heiit LLL reduziert, falls gilt

(1) |pijl <1/2fir1<j<i<n

(2) ll#f + pii1wi4 1> > 3/4]|wi4|? fir 2 <i <m

(LLL steht fir HW Lenstra, AK Lenstra und L Lovasz die in 1982 LLL erfunden
haben um damit Polynome zu faktorisieren).

SATZ 3.27: Sei L C R™ ein Gitter vom Rang n und {zi,...,2,} eine LLL-
reduzierte Basis von L. Setze A := (21,...,x,). Dann gilt

(1) |det A| < T ||l < 27" =D/4| det A|

2) ||lo;]| < 20-D2||zf]| fir 1 <j<i<nm

(2)
(3) llenll < 2D/ /] det A]
(4)
(5)

4) fiir jedes 0 # x € L gilt ||z;]| < 20°=V/2||z||
5) fiir alle yy, ..., y; linear unabhingig gilt ||z;| < 2=V max(||ly1][, ..., [|ul)
firl1 <j;<lI

(1) Nach Hadarmad gilt | det A| < [T ||«;|| und | det A| =TT ||z}]|. Aus der
LLL Bedingung folgt 3 /4|2 |* < [|j+pi 2y [* = [l *+paia 274 ]1* <
7112 + 1/4)|z7, | .
Also [|z7[|* > 1/2||z; ||, und per Induktion ||z;||* > 2/7*||«}|]* fiir j < 4.
: 2 (2 2 1 (|12 X2 i -y —
Damit folgt dann [lz;[|* = [27|* + X p;ll25]° < [la7[F(1 + 2/43227) =
1/2(271 + D7
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Fiir die Determinante folgt dann:
[ det Al < Tzl < TT 17227 + Dllafl® < T[27 |25l = 2707072  det A
(2) Fir 1 <j <i<ngilt
o lI* < 1722+ 1)l 1P < 1/2(277 + 12| ||* = 2771 (/24277 |7 P < 27| ||
(3) Jlza]l* < 27|l |1?, damit [l [[*" < T2 |7][* = 277072 det® A

(4) Sei ¢ minimal mit x € (z1,...,2;) = (27,...,2]). Dann exisitieren z; € Z und

i
r; € Rmit x = 7%, zjz; = 3 rjx;. Aus dem Gram-Schmidt Verfahren kommt
r; = z; und damit

21 =D rillzjl® = rfllafl® = 2F 27 = 2 ]? = 27 al* > 247 ||
(5) Ubung, via Induktion und (4).
O
OK, eine LLL-reduzierte Basis hat sehr schéene Eigenschaften, aber was noch fehlt

ist der LLL-Algorithmus der, ausgehend von einer beliebigen Basis eine LLL-reduzierte
Basis berechnet. Der Algorithmus ist sehr einfach - zumindest auf den 1. Blick:

ALGORITHMUS 3.28: Input: Ein Gitter, gegeben mittels einer Basis x4, ..., x,.
Output: Eine LLL-reduzierte Basis
1. k=2

2: Berechne puy, ;-1

3: Falls |pgg—1]| > 1/2, so setze xy = x — |pgx—1]2k—1 und dndere die g 1
entsprechend.

4: Falls |25+ prp175_1|1? < 3/4|lzf_1||* gilt, so vertausche z, x)_;. Falls k > 2,
so setze k := k — 1. Gehe wieder zu (2).

5: Reduziere i, ; fiir j < k — 1 wie in (3), setze k :=k + 1.

6: Falls k£ > n return xq, ..., z,, sonst gehe nach (2).

So wie hier beschrieben, ist es natiirlich schlecht zu implementieren, wir miissten
mit reellen Zahlen arbeiten und das kénnen wir nicht (gut). Hier gibt es jetzt im
wesentlichen zwei Methoden. Die erste ist anzunehmen, dass L C Q" gilt, dann sind
alle Operationen in Q und daher exakt. Die 2. Moglichkeit ist es mit Naherungen zu
arbeiten und die Rundungsfehler zu kontrollieren. Beide Methoden wurden einge-
setzt, heutige, moderene Algorithmen (Stehle, L?) sind jedoch deutlich komplizierter
(und viel schneller) und favorisieren die 2. Variante.

Es gibt keinen (publizierten) Algorithmus der tatséchlich ein nicht rationales Gitter
reduzieren kann.
SATZ 3.29: Der Algorithmus terminiert (und liefert eine LLL-reduzierte Basis).

OK, Beweisidee. Setze d; := [[\_ [|#}||* und D := [[}5'd;. Dann gilt
d, = det? A. Der Schritt (3) (die Reduktion |u| < 1/2) éndert die orthogonale Basis
und damit d; und D nicht. Falls im nichsten Schritt x; und xj,_; vertauscht werden,
so wird um mindestens einen Faktor 3/4 reduziert und damit D um 3/4 verkleinert
(alle anderen d; bleiben gleich). Andererseits gelten fiir die Teilgitter

j=1
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d(L;) = d;. Man kann zeigen, dass d(L;) > ¢ > 0 gilt (z.B. fir L; C Z" gilt
d(L;) > 1), damit gibt es eine untere Schranke fiir D und die Vertauchung kann nur
endlich oft durchgefiihrt werden. ([l

(Wir haben fast alles was wir brauchten um den Beweis zu vervollstindigen. Im
wesentlichen fehlt nur der Formalismus um mit Gittern von Rang < n verniinftig
rechnen zu konnen und ein formaler Beweis der Diskretheit).

BEISPIEL 3.30: Algebraische Relationen. Der LLL Algorithmus wird fiir viele Dinge
eingesetzt. Als ein (typisches) Beispiel sehen wir uns mal die folgende Frage an: ist

= 1.64575131106459059050161575364 . . . (wahrscheinlich) algebraisch? Also: gibt
es ein Polynom f € Z[t] mit f(&§) = 07

Hierzu bauen wir eine Matrix
1
0 1
0 0 1
A AE NP

fiir ein geeignetes (grofies) A > 0. Dann rechnen wir LLL-reduzierte Basen aus und
sehen uns die 1. Basisvektoren an:

A ‘ T

10 | (= 1,—1,1,0627)
100 | (=6,2,1,0)
1000 | (—6,2,1,0)

Also koénnen wir vermuten, dass £2 4+ 26 — 6 = 0 gilt, also ¢ = —1 + /7. Natiirlich
ist die kein Beweis - und kann auch nie einen Beweis liefern. Aber wenn wir wissen
welche algebraische Zahl (wahrscheinlich) herauskommt, so kénnen wir dies u.U.
beweisen.

BEISPIEL 3.31: Sei x = a/b € Q und M € Z, ggT(M,b) = 1. Dann gibt es d € Z
mit db = 1 mod M, also konnen wir sagen: x = a/b = ad =: r mod M. Nehmen wir
jetzt an, wir haben 0 < r < M gegeben und wollen a, b finden mit a/b = r mod M
oder a = br mod M. Dann koénnen wir dies iiber Gitter erledigen!

Sei L := ((M,0)", (r,1)") und sei by = (a,b) der 1. Basisvektor einer LLL-Basis von
L (Wir brauchen einen kurzen Vektor).

Es gilt der Satz: Sei M > 2B. Dann gibt es ein z € Q, so dass aus (a,b)" € L mit
a’ + b* < B sofort a/b = x folgt.

Damit gilt dann a/b = = falls M > 2v/2(a® 4 1?) gilt.

Dies liefert nun die 3. Moglichkeit lineare Gleichungssysteme iiber Q zu lésen: mit
der Cramerschen Regel und der Hadarmad Ungleichung werden Schranken fiir die
Zahler und Nenner der Losung berechnet. Dann wird die Losung z.B. mit Hilfe der
p-adischen Methode modulo M = p* berechnet. Falls k£ gro genug ist, kann dann
mit dem Gitter die Losung gefunden werden:

2v = 1 und p = 3. Dann gilt 2-2 = 1mod 3, 2-5 mod 9 und 2 - 14 mod 27. Nun
L := ((27,0)%,(14,1)") und der erste LLL-Basisvektor ist b; = (1,2)". In der Tat,
x = 1/2 ist eine Losung.
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6. Grobnerbasen

Nachdem wir jetzt lineare Gleichungssysteme umfassend (aber natiirlich nicht ab-
schliessend) behandelt haben, wenden wir uns jetzt nicht linearen Systemen zu.

Ausgangspunkt sind hier ein Kérper K und R := K[Xy, ..., X,] ein Polynomring in
n Variabeln iiber K. Speziell kénnen wir nicht lineare, algebraische Systeme oft mit
Idealen in R in Verbindung setzen. Da R fiir n > 1 kein Hauptidealring ist, ist die
Idealstruktur und alles was damit zusammen héngt kompliziert. Grébnerbasen sind
entwickelt worden um diese Ideale besser untersuchen und darstellen zu konnen.
Daher sind sie fundamental fiir sehr viele Probleme in der algebraischen Geometrie.

Ein erstes Problem bei Polynomen in mehreren Verdnderlichen ist es eine eindeutige
Darstellung zu erhalten. Fiir n = 1 haben wir z.B. die Polynome oft als Vekto-
ren interpretiert. Dies war einfach weil die Koeffizienten von den z° eine natiirliche
Reihenfolge haben. Hier ist dies anders . ..

(Wir brauchen dies auch um die wichtige Division mit Rest zu iibertragen. R ist
nicht mehr euklidisch, aber wir wollen so viel wie moglich retten)

DEFINITION 3.32: Ein Polynom X" ... X" =: X™ mit m € Nj heifit Monom,
|m| := Y>> m,; heifit der Totalgrad des Monoms. Sei nun f = Y a,,X™ € R ein
beliebiges Polynom. Ist a,, # 0 so heifit a,, X™ ein Term von f, a,, der Koeffizient
von X™. Der Totalgrad von f ist das Maximum iiber die Totalgrade der Monome
in der Termen von f.

Es gibt eine Bijektion von {Monome} zu Ni mittels X™ — m.

DEFINITION 3.33 (Monomordnung): Eine Monomordnung auf R ist eine Relation
> auf N (oder den Monomen) mit

(1) > ist eine Totalordnung (also wir haben immer a < b oder b < a fiir Monome
aund b € Ny)

(2) fiir @, b, ¢ € Ny mit a < b gilt immer a + ¢ < b+ ¢

(3) (N, <) ist wohlgeordnet (also besitzt jede nicht leere Teilmenge ein kleinstes
Element)

BEISPIEL 3.34: (1) > auf Ny mit 1 > 2 > 3... ist keine Monomordnung da Nj
offenbar nicht beschrankt ist und daher kein , kleinstes* Element enthélt.
(2) a >1ex b < der 1. Nicht-Null-Eintrag von @ — b (von links) ist positiv, die sog.
lexikographische Ordnung.
(3) @ >grex b i< |a] > b| oder |a| = [b] und a <jex b (graduiert lexikographisch)
(4) @ >greviex b & |a| > b] oder |a| = |b| und b <jex a (graduiert revers lexikogra-
phisch)

Wenn eine Termordnung fixiert ist, kann ebenfalls eine eindeutige Darstellung der
Polynome erreicht werden: als Summe von Termen die absteigend geordnet sind.

Zum Beispiel: in R = Q[z,y, 2] mit z > y > 2z und f = 4xy?*z + 422 — 523 + 72?22
Ordnung ‘ Polynom
lex —5a% + 72222 + day?z + 422
grlex T222% — dxy?z — 53 + 422
grevlex | —daxy?z + Ta?2% — 53 + 422
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Prinzipiell gibt es zwei Darstellungen fiir multivariate Polynome auf dem Rechner:
dichte (rekursive) und diinn besetzte (distributive) Darstellung. In der ersten Form
wird R = K[X1,...,X,] = K[X][X3]...[X,] benutzt, d.h. f € R ist ein Polynom
mit Koeffizienten in K[X7, ..., X,,_1]. Fir dieses univariate Polynom wird einfach ein
Vektor mit Koeffizienten f; € K[Xj,..., X, 1] gespeichert, die Koeffizienten werden
dann rekursiv ebenfalls als univariate Polynome implementiert. Auf der anderen
Seite werden multivariate Polynome auch als Liste von Termen gespeichert, wobei
nur Terme mit von Null verschiedenen Koeffizienten tatséchlich gespeichert werden.
Oft wird diese Liste dann nach der Monomordnung sortiert. Andere Mo6glichkeiten
ergeben sich aus Hash-Funktionen oder Suchbdumen. Da in vielen Anwendungen
die meisten Exponentenvektoren klein sind werden diese oft komprimiert (4 Bits je
Exponent, 8 Bits, ...).

Wenn wir uns z.B. die Multiplikation von Polynomen ansehen, so folgt, dass die
Multiplikation von zwei Polynomen vom Totalgrad m etwa O(n*™) Operationen in
K benoétigt (um die n™ Koeffizienten zu multiplizieren), wihrend in der distributi-
ven Darstellung nur die Anzahl der nicht-Null Koeffizienten entscheidend ist. Es gibt
auch Mischformen, welche in der Regel eingestetzt werden, wenn ein Teil der Varia-
blen als Parameter verstanden werden soll, also z.B. Polynome iiber Q(x) betrachtet
werden.

DEFINITION 3.35: Sei > eine Monomordnung, f = > a,X™ ein Polynom. Der
Multigrad von f ist mdeg(f) := max-{m|a,, # 0}. Der Leitkoeffizient von f ist
Ic(f) = Gmdeg s, das Leitmonom ist Im(f) = X™%¢/ und der Leitterm lt(f) =

le(f) Im(f).

Es gilt mdeg(fg) = mdeg(f) + mdeg(g) und mdeg(f + g) < max. (mdeg f, mdeg g)
wobei Gleichheit gilt, falls mdeg f # mdeg g. Zur Erinnerung: (F') ist das von F' C R
erzeugte Ideal.

DEFINITION 3.36: Sei 0 # I < R ein Ideal. Dann definieren wir 1t(I) := {lt(f) :

fel}

Wir fangen mit der einfachen Feststellung an:
LEMMA 3.37: Sei O # I = (f1,..., fm). Dann gilt (1t(f1),...,1t(fn)) C 1t(J).

Trivial wegen A C B = (A) C (B) O

Im Allgemeinen gilt hier jedoch keine Gleichheit: R = Q[z,y], * > y und grlex.
fi =23 = 2xy, fo:= 2%y — 2y® + x. Dann ist o fy — yfi = x? aber 2% & (23, 2%y).
Dies wollen wir im weiteren genauer untersuchen.

DEFINITION 3.38: Sei > eine Monomordnung, I < Rein Ideal. G = {¢g,...,g:} C
I heit Grobnerbasis von I, falls gilt

6(I) = (It(g1), - - -, 1t(g:))

(Dies héngt von der gewéhlten Monomordnung ab!)

BEMERKUNG 3.39: Unter den Voraussetzungen wie in der Definition gilt: G ist
Grobnerbasis von I genau dann, wenn fiir alle 0 # f € [ ein g € G exisitiert mit

1t(g)[1t(f)-
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Angenommen, fiir alle 0 # f € I ex. ein ¢ € G mit lt(g)|1t(f). Nach
Lemma 3.37 gilt (It(G)) C 1t(1). Sei nun 0 # f € I beliebig. Dann gilt 1t(g)|1t(f)
fir g € G geeignet, und damit It(f) € (It(G)), also 1t(1) C (It(G)).

Sei nun G eine Grobnerbasis und f € I beliebig. Dann gilt 1t(f) € (1t(G)) und somit
I6(f) = > h;l1t(g;) fiir h; € R. Also gibt es g;i, so dass Im(f) ein Monom von h; 1t(g;)
ist (es kann mehrere geben). Offensichtlich ist h; 1t(g;) durch lt(g;) teilbar, also auch

1t(f). O

Damit kénnen wir jetzt zumindest schon einmal die Division mit Rest verallgemei-
nern:

SATZ 3.40: Sei > Monomordnung, F' = (f1,..., fs) € (R\{0})® und f € R. Dann
gibt es ¢; € Rund r € Rmit f =Y ¢;f; +r, Im(f) > Im(¢; f;) und r = 0 oder
kein Term von 7 ist durch einen der Terme lt(f;) teilbar.

Wir zeigen dies konstruktiv, per Induktion nach mdeg f. Da wir eine Wohl-
ordnung haben, geht dies. Angenommen, 1t(f;) /1t(f) fiir alle i. Betrachte nun
f = f —=1t(f). Da mdeg f’ < mdeg f so folgt per Induktion, f" = Y ¢;f; + 1/, also
f=qfi+ (r+1t(f)) wie behauptet.

Also konnen wir annehmen, dass es ein minimales ¢ gibt mit 1t(f;)|1t(f). Setze nun
f= f=1t(f)/ t(fi) fi, dann folgt, wie oben, mdeg f* < mdeg f, also f' = > ¢ f;+r
und damit f =3¢} f; + 7 +1t(f)/1t(f;) f; wie behauptet. O

In diesem Fall schreiben wir f¥ = r falls f = 3. ¢ f; + r gilt. Achtung: der Rest ist
nicht eindeutig. In der Prozedur hingt er von der Reihenfolge der Operation und
damit von der Reihenfolge der f; ab.

BEISPIEL 3.41: Sei R := Q[z,y], * >y, >1x und f = 2%y + 23> + 3>

(1) i=y*—1, fo=2y—1.Dannist f'= f—afo =ay’+x+v* [ =f —yfi =
21’,_’_y27 f”/:f”—f1:21'+1

(2) i=ay—1, fo=y*—1.Dannist f' = f—afi =z’ +x+y° ["=f—yfi =
e+ 4y, [M=f"—fo=r+y+1

KOROLLAR 3.42: Sei > eine Monomordnung, I < R ein Ideal und G eine Grobner-
basis. Dann gilt (G) = 1.

Division mit Rest: sei f € I beliebig, dann gilt f = > h;g; +r mit h; € R
und g; € G und r = 0 oder 1t(g;) f1t(r). Aber r € I, also muss es (fiir r # 0) ein
g; € G geben mit 1t(g;)|1t(r), daher folgt r = 0 und f € (G). O

BEISPIEL 343: R = R[X,Y,Z], X > Y > Z, >, dann ist G := {g1,¢2} mit
g = X+ Z, go =Y — Z Grobnerbasis von I = (X + Z,)Y — Z). Wir haben
It(g1) = X, lt(g2) = Y und miissen zeigen: VO # f € [ gilt X|1t(f) oder Y|1t(f).
Seinun 0 # f =X +2Z)+ k(Y — Z) € I mit h, k € R beliebig. Falls X f1t(f)
und Y f1t(f) so folgt f € R[Z], f ist ein Polynom in Z. Aber 0 = h(—t,t,¢)(—t +
t)+ k(—t, t,t)(t —t) = f(—t,t,t) fiir jedes t € R im Widerspruch zu 0 # f € R[Z].

BEMERKUNG 3.44: Sei I < R1Ideal, G ={q1,..., g} Grobnerbasis von [ und f € R
beliebig. Dann ex. ein eindeutig bestimmtes r € R mit
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(1) kein Term von 7 ist durch ein 1t(g;) teilbar
(2) f—rel

Division mit Rest: f = fig; +r, dann sind (1) und (2) erfiillt. Sei nun 7
mit f =Y fig; + 7 geben mit (1) und (2), dann folgt sofort »r — 7 € I. Angenommen

r # T, so muss es ein g; geben mit 1t(g;)| 1t(r —7), was nicht sein kann (Widerspruch
zu (1)). O

KOROLLAR 3.45: Sei I < R Ideal mit Grobnerbasis G = {g1,...,9:}
(1) Sei o € S; und h; := goy, so gilt fiir jedes f € R: f& = f2 die Reduktion ist
von der Reihenfolge unabhéngig.
(2) f €I genau dann, wenn f¢ = 0.

Beides folgt aus der letzten Bemerkung. O

7. Freie R-Moduln

Bevor wir uns der Frage widmen ob und wie man Groébnerbasen berechnen kann,
wollen wir unsere Terminologie noch etwas verallgemeinern. Zur Illustration seien
fi, -+, fr Polynome in R. Dann betrachten wir die Abbildung

¢:R"— R: (hz)z - Zhifi
von dem freien R-Modul R" nach R. Die Grébnerbasis von (f) wird uns zeigen was
das Bild der Abbildung ist, aber natiirlich wollen wir auch den Kern berechnen. Um
dies tun zu konnen miissen wir freie R-Moduln und ,, Termordnungen“ studieren.
Da die Ordnung von der Basis abhiingen wird, so werden wir auch immer eine Basis
fixieren.

DEFINITION 3.46: Sei M = (fi,..., f.) ein R-Modul. Eine Relation > r;f; = 0
mit r; € R heifit Syzygie

Da offensichtlich die Menge der Syzygien einen R-Modul bilden, so kénnen wir die
Frage nach dem Kern auch so formulieren: wir wollen den Syzygien Modul berechnen.

Am einfachsten ist dies Falls der Modul M von Monomen erzeugt wird. Wir verein-
baren fiir Monome m = X% und n = X2:

ggT(m’n) — X(minai,ﬁi)i und kgV (TfL,n) — X(max(ai,ﬂi)i)

Fiir Elemente in R" mit Basis e; nennen wir einen Ausdruck in der Form e; X<
ebenfalls ein Monom. Analog ist ein Term von der Form se; X* mit s € K, und fiir
Terme mit dem selben Basiselement e; erweitern wir die Definition von ggT und
kgV entsprechend.

Fiir 2 Monome M; = mye; und My = moe; mit dem selben Basiselement e; definieren
wir My /Ms := my/msy. Analog definieren wir auch den ggT und kgV von Monomen
mit dem selben Basiselement.

Zunéchst halten wir fest das von Monomen erzeugten Moduln ,einfach® sind:
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BEMERKUNG 3.47: Sei F' ein freier R-Modul mit fixierter Basis, ferner sei M :=
(mq,...,m,) C F ein R-Modul erzeugt von Monomen. Fiir f € F gilt nun f € M
genau dann, wenn jeder Term ¢ von f bereits in M liegt. Dies ist der Fall, wenn es
ein m; gibt mit m,|t.

Denn: f = Y h;ym; mit h; € R. Alo muss jeder Term von f irgendwo in h;m; auftreten
(und somit auch durch m; teilbar sein).

Wir sehen auch, dass falls m;|m; gilt (fiir ¢ # j), so kénnen wir m; weglassen
ohne den Modul zu dndern. Somit kénnen wir ein reduziertes Erzeugendensystem
erhalten.

LEMMA 3.48: Sei F ein freier R-Modul mit fixierter Basis, ferner sei M :=
(mq,...,m,) C F ein R-Modul erzeugt von Monomen m; € F'. Wie oben:

¢o: R — F: Zmei — Zrim,;
. Definiere fiir jedes Paar ¢ # j wo m; und m; das selbe Basiselement ethalten

m;j = m;/ ggT(m;,m;) und o;; := m;je; — mj;e;. Dann ist ker ¢ erzeugt von
den m, ;.

Als Vektorraum iiber K zerféllt ker ¢ in die direkte Summe der (ker ¢),
fiir Monome n € F' mit

(ker ¢)n = {Z av(”/mv)ev : mv|n7av S K}

Denn: sei 0 = Y p;e; € R” eine Syzygie (also o € ker ¢). Damit gilt dann Y- p;m; = 0.
Fiir jedes Monom n € F' das in der Darstellung von p;m; irgendwo vorkommt sei
nun p;, der Term von p;, so dass p;,m; = kn fir k € K (damit gilt fiir den Term
Pin = kn/m;). Dann gilt offenbar Y p; ,e; = 0 und Y- p; ne; € (ker ¢),,. Offensichtlich
ist dies Eindeutig (und die Summe direkt).

Sei nun 0 = Y a,n.e, € (ker¢),. Wir zeigen per Induktion iiber die Anzahl der
nicht-Null-Terme von o das dies in dem von o; ; erzeugen Modul liegt. Falls o # 0
ist, angenommen, in o gibt es Terme mit verschiedenen Basiselementen von F'; so
konnen wir o sofort aufspalten. Also konnen wir oBdA annehmen, dass alle Ter-
me in o nur ein Basiselement enthalten. Da o eine Syzygie ist, so muss es min. 2
nicht-Null-Terme a;n; und asns geben (oBdA 1 und 2). Zunéchst nehmen wir mal
an, wir haben genau 2 nicht-Null-Terme, also 0 = ajnie; + agnqses = ayn/mye; +
asn/maes. Dann gilt ¢(0) = ayn + agn = 0, also a; = —as. Wegen m;|n folgt auch
kgV (mq,ma)|n. Mit myme = ggT(mq, mo) kgV (my, my) erhalten wir dann, dass
nggT(my, ma)/(mims) ein Monom ist. Nun folgt o = ayn ggT(my, ms)/(mims)o 2
durch Einsetzen: n ggT(my, ma)/(mimsa)or s = nggT(my, ma)/(mims)(me/ ggT(my, ma)es—
my/ ggT(mq, ma)es = n/mye; — n/moes.

Falls es nun mehr als 2 nicht-Null-Terme gibt, so kénnen wir mit der selben Prozedur
o nach und nach abéndern: Sei ¢ = Y a;n/m;e; mit a;, az # 0. Dann kénnen wir oy -
benutzen um a; zu eleminieren und erhalten so ein neues o mit weniger Termen. [

BEISPIEL 3.49: R = Qz,v, 2] und m; = 2%y, my = xy? und mz = yz2. Dann ist
Opy = YCg — T€y, 0y, = 26y —ye, und o, , = ze, —zve,. Das Lemma besagt nun, dass
jede Kombination Y p;e; mit p; € R und Y p;m; = 0 aus diesen drei ¢ aufgebaut
wird.
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Um dieses Beispiel nun weiterzufithren, konnen wir fragen ob es ¢; € R gibt mit
G202y + Q2,202 + Qy .0y . = 0. Offenbar gilt zo,, — yo, . +20,, =0

Nun koénnen wir den Begriff der Grobnerbasis verallgemeinern:

DEFINITION 3.50: Sei F' ein freier R-Modul mit fixierter Basis und Monomord-
nung > und M C F ein R-Modul. Eine Teilmenge G = {g1,...,9:} C F heifit
Grobnerbasis von M falls (It(G)) = 1t(M) gilt.

BEISPIEL 3.51: Sei R = K und F' ein K-Vektorraum. Die Monome sind dann ein-
fach die fest gewéhlten Basisvektoren. Als Ordnung kénnen wir die Basisvektoren
irgendwie ordnen, z;B. e; > es > ... > e,. Damit kéonnen wir Elemente von F
einfach als Spaltenvektoren schreiben und (endliche) Teilmengen mit Matrizen iden-
tifizieren. Eine Grobnerbasis von M ist nun jede endliche Teilmenge die ein maximal-
unabhéngiges System von Vektoren enthélt.

Eine reduzierte Grobnerbasis wahre eine Vektorraum Basis.

BEISPIEL 3.52: R = KJz| und F' = R, hier nehmen wir den Grad als (einzige)
Ordnung. Ein R-Modul ist dann einfach ein Ideal und G ist eine Grobnerbasis genau

dann, wenn G ein Polynom minimalen Grades (also ein Erzeuger fiir das Hauptideal
M) enthilt.

Genauso wie im Falle von Polynomen kénnen wir auch hier zeigen:
LEMMA 3.53: G C M ist eine Grobunerbasis fiir M, dann gilt M = (G).

BEMERKUNG 3.54: Mit dem Hilbertschen Basissatz (R-ist Noethersch) folgt die
Existenz von Grobnerbasen: Sei M = (A) beliebig mit A C F endlich. Dann ist
1t(M) endlich erzeugt und wir miissen A nur so erweitern, dass diese endlichen
Erzeuger da sind.

Der Divisionsalgorithmus klappt auch hier:
LEMMA 3.55: Sei F ein freier R-Modul mit fester Basis und Termordnung >. Fiir
fy g1, ..., gs € F gibt es ¢;, r € F mit

f=>afitr

und kein Term von r ist durch einen Leitterm von f; Teilbar. Falls die g; eine
Grobnerbasis bilden, so ist r eindeutig.

8. Buchbergers Algorithmus

Sei fiir den Rest des Kapitels F' ein freier R-Modul mit Basis by, ..., b, mit Term-
ordnung > fixiert.

Fiir eine endliche Menge ¢4, ..., g; € F sei

¢: R — F:(r)=> rie;— > 1.

Fiir beliebige f, ¢ € F mit 1t(f) = afb; und lt(g) = cgb; (also die Leitmonome
involvieren das selbe Basiselement b;) definieren wir

m(f,g) ==1t(f)/ geT(m(f),Im(g)) = af/ggT(f, ) € R
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Speziell setzen wir m; ; := m(g;, g;) wo dies Sinn macht und
Oij = M€ = M, j€;
so, dass ¢(0) = 0 gilt. Wir definieren das S-Polynom
S(f,9) =mlg, [)f —m(f,9)g

wo dies Sinn macht. Dann haben wir
SATZ 3.56 (Buchbergers Kriterium): G = {gi, ..., g, } ist eine Grébnerbasis genau

dann, wenn B
(S(9:,9)¢ =0

gilt.

Die Definition der Division und der Grébnerbasis zeigen sofort, dass fiir
Grobnerbases G der ,,Rest” immer 0 sein muss.

Sei nun GG mit dieser Eigenschaft. Angenommen, G ist keine Groébnerbasis, dann

gibt es ein

/= Z fi€i
mit ¢(f) = X figi und lt(o(f)) ¢ (It(G)). Sei nun m das grofite Monom das in
1t(fig;) auftaucht. Aufgrund der Wohlordnung koénnen wir annehmen, dass f so
gewihlt ist, dass m minimal ist und das m in so wenigen f;g; wir moglich auftaucht.
Dalto(f) ¢ (It(G)) gilt, und m durch 1t(g;) teilbar ist, also muss es in min. zwei ver-
schiedenen 1t( f;¢;) auftauchen (damit es sich Wegkiirzen kann), oBdA, in 1t(b1g;) =
nymy und lt(bage) = nams wobel n; ein Term von f; ist und m; = 1t(g;) gilt. Da
sich nym; und nymsy nur um ein Skalar unterscheiden (wegen des Wegkiirzens) gilt
my/ ggT(my, my)|n1. Nun gilt my; = 1m(gs)/ ggT (Im(g1), Im(g2)) = ma/ ggT (my, ms)
also nmg; = ny. Nun schreiben wir mg 191 —my 292 = Y- tig; +r (Division mit Rest).
Nach Voraussetzung r = (mg 191 — mlvggg)G = 0. Betrachte nun ein neues f:

= f—n(os — Ztiei) = Zfilei-
Nach Annahme/ Konstruktion gilt ¢(f’) = ¢(f). In der In dieser Darstellung gibt es
nun weniger m, also war die Minimalitét verletzt. (Nach Konstruktion kiirzt sich n;e;
in fie; mit nmge; in noyo. Der andere Term in o0y 2 &ndert nur den Koeffizienten
in ngeq, alle anderen Terme sind kleiner). O

Damit erhalten wir dann sofort Buchbergers Algorithmus um Grébnerbasen zu be-
rechnen:

ALGORITHMUS 3.57: Input: gy, ..., gt € F.
Output: Grobnerbasis
1: Berechne S := {(S(gi,9;))¢i,j} fiir alle zuléissigen Paare i # j.
2: Falls Si\ {0} = {s1,....,s,} #{} dann 41,1 =5, 1 <i <), t:=t+r
und gehe nach (1).

Da das (M) in jedem Schritt echt grosser wird, muss der Algorithmus terminieren
(Noethersch!). Die Korrektheit folgt dann aus Buchbergers Kriterium.

So ist der Algorithmus offensichtlich nicht so optimal - wir wiirden viele Paare mehr-
fach testen. Ausserdem gibt es noch viele gute Ideen um gewisse Paare ausschliessen
zu konnen (wenn man weiss das die Reduktion 0 liefern wird). Andererseits ist dies
immer noch die Grundstruktur des Algorithmus.
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BEISPIEL 3.58: Sei f := 2%y? — 2%y + z und ¢ := 2’y + y*. Dann gilt S(f,g) =
—x%y 4+ x —y3. Division mit Rest liefert eine Rest von S(f, g) +¢g = z —y* + 12, also
ist G = {f, g} keine Grobnerbasis.

Niichster Versuch: G = {f, g, h := 2 —y*+9*}. S(f,9) — 0, S(f, h) = -2y + 2y’ —
ayt+a —g vy’ —wyttaty? = —ayttotyt -y Yt —n byt - 20" Hy 4y
v =2y"+y+y’ S(g,h) = wyt =z’ +y° =~y +y =y yE —n Y =290y R
Also brauchen wir noch zwei weitere Polynome 8 —2y"+13° 443 und y" —2y%+1° +¢2,
diese haben einen ggT von y” — 2y + ¢° + 12

Daher haben wir eine Grobnerbasis von

frahy® =20 + 05+ g =200+ + 07

Wenn wir uns die Leitterme ansehen, so folgt
h=r—y’ +y°y" =20 +y° + ¢

ist eine reduzierte Basis.

Wie schon angekiindigt, wollen wir jetzt noch die Relationen (Syzygien) bestimmen:
Zusitzlich zu der Notation fiir Satz 3.56 sei fiir ¢ < j wo It g; und 1t g; das selbe
Basiselement involvieren noch

[j— Z'74
Tig = My —mige; — > [ Pe,

definiert mit m;;g; — m; ;9; = 3 fg, + h, ; filr eine beliebige (aber fest gewiihlte)
Darstellung aus der Division mit Rest. Dann gilt:

SATZ 3.59 (Schreyer): Angenommen, G = {g1,...,¢:} ist eien Grobnerbasis. Sei
> die Termordnung auf R’ = @ Re; mit

me; > ne;j : <= lt(mg;) > lt(ng;) or 1t(mg;) = 1t(ng;) undi < j.

Dann erzeugen die 7; ; alle Relationen, sie bilden sogar eine Grobnerbasis fiir den
Syzygien-Modul fiir die angegebene Termordnung. Ferner gilt 1t(7; ;) = m; je;

Zuerst zeigen wir 1t(7; ;) = m; je;. Es gilt
mjvi lt g, = mm lt gj

und die Terme sind grosser als alle Terme die in f{"/)g, auftauchen (da dies der
»Rest“ bei der Division durch die Grébnerbasis war). Daher muss 1t 7, ; entweder
mjqe; oder —m; je; sein. Nach Def. gilt ¢ < j und daher m;,e; > m,je; und die
Aussage ist gezeigt.

Als néichstes wollen wir zeigen, dass die 7;; eine Grébnerbasis bilden. Sei dazu 7 =
> fu€u eine bliebige Syzygie (Relation), wir miissen nun zeigen, dass It 7 durch ein
It 7; ; teilbar ist. Setze n,e, = 1t(f,e,). Da diese Terme verschiedene Basiselemente
involvieren koénnen sie sich nicht wegkiirzen, also gilt 1t 3" f,e, = n;e; fiir ein 7. Sein
nun o := >’ n,e, wobei die Summe iiber alle v geht mit n, Im g, = n; Im g;. Fiir diese
v muss v > ¢ gelten, da n;e; der Leitterm von 7 ist. Daher muss nun ¢ eine Relation
fiir die Monome Im g, v > 7 sein. Nach Lemma 3.48 ist o eine Linearkombination
von o0, mit u, v > . Da speziell e; gebraucht wird, so reichen sogar die o, ; mit
J > 1. Also ist n; € (m;;|j > ¢) und wir sind fertig. O
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BEISPIEL 3.60: Sei R = Q[z,y], z > y in >, und gy := 22, ¢go := ay + y*>. Wir
wollen eine Grébnerbasis und den Syzygien-Modul bestimmen.

(91792) = (

(wegen x = ggT(1t(g1),1t(g2)
die Syzygie

fz)gr — (t(g1)/x) g2 = —xy”
( 2

(92)
ggT (22, zy)). Division mit Rest liefert g3 := y3 und

T2 ‘= Y€1 — Tey + Yyey — €3
Da g; und g3 Monome sind, so erhalten wir eine Syzygie aus Lemma 3.48 als
a3 2
T3 =Y €1 —Tes

Da wir (fiir Satz 3.56) das Paar (g1, g2) bereits getestet haben, (und (g, g3) ebenfalls)
brauchen wir noch (g2, g3):

S(g2,95) = (t(g3) /y)g2 — (16(g2)/y) g3 = y*

Die Division liefert dann einen Rest von 0 und die Syzygie

T2,3 = 3/262 — Xe3 — yes
Satz 3.56 zeigt nun, dass {g1, g2, g3} eine Grébnerbasis bilden und das {712, 71 3, 723}
eine Grobnerbasis fiir den Syzygien-Modul sind. Wenn wir nun lieber Relationen fiir

g1 und go wollen, so miissen wir ez noch eleminieren. Wegen e3 = ye; —zea+yea—71 2
ist dies einfach.

9. Nicht lineare Gleichungen

DEFINITION 3.61: Gegeben sind fi, fs € R = K[Xi,...,X,]. Dann ist die
Loésungsmenge

v(fi,..., fs) ={zx e K" :Vi: fi(z) =0}.
Fiir ein Ideal I sei analog v(I) :={z € K" :Vf € I: f(z) = 0}.

Falls I = (f1,..., fs) so gilt v(I) = v(f1,..., fs). Also reicht es v(G) zu berechnen
falls G ein beliebiges (endliches) Erzeugendensystem ist, z.b. eine Grébnerbasis.

BEISPIEL 3.62: K =Cund fi =2+ 3> +2' -1, fo=2>+y> — 2, fs=ax—y €

Clz,y, z]. Als erstes berechnen wir eine lex-Grobnerbasis
Gn=h=r-y0=2"-z2=fi-(@+yfu="+z-1=fi—f

Dann bestimmen wir alle Losungen fiir z: 2 = 1/2(—1 £ /5) setzen dies in g, ein

um y zu bestimmen und dann x.

BEISPIEL 3.63 (Roboter): Grobnerbasen werden z.B. eingesetzt um Robotarme zu
positionieren - zumindest wurden sie in der Forschung dafiir eingesetzt.

b

Wir nehmen an, dass der Robotarm bei (0,0) anfingt. Gesucht sind die Winkel o
und § in Abhéngigkeit der Handposition (Ende des Arms) (z,y). Dann gilt u =
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acosa,v = asina und * —u = bsiny, v —y = bcosy, v+ (7/2 — ) = (. Hier
betrachten wir zunéchst s, := sinc, ¢, := cosa, s, 1= siny und ¢, = cos~y als
Unbekannte und z, y, a, b als Parameter. Damit konnen wir die moglichen Winkel /
Positinen fiir jedes (x,y) als Ideal beschreiben. I C R(a,b) beschreiben, mit I :=
(r — acq — bsy,asq —y — bey, 55+ ¢ — 1,52 + 2 — 1) Punkte in der Varietit {a :=
(Qas Cas Gy, by) € R f(a) = OVf € I} entsprechen dann den Losungen. Wenn wir
wollen, so kénnen wir auch noch (x,y) als Parameter einfithren: Fiir gegebenes (x, y)
und (a,b) kann nun ,einfach“ eine Grobnerbasis berechnet werden um ,einfache“
Gleichungen (univariat) fiir cosy = ¢, zu erhalten. Damit kénnen dann die anderen
Variblen berechnet werden. Wir konnen dies mal fiir a = 3\/5, b=+5und z = 4,
y = 1 durchrechnen. Ein Grobnerbasis fiir I (lex, s, > ¢q > s, > ¢,) ist dann

Sa—1/6V2V5e,—1/6V2, ca+1/24v2V5e, —7/12V2, 5, —1/4c,—1/10V5, ¢ +4/85v/5c, —76/85
Dies gibt sofort zwei Losungen fiir ¢, alle anderen Variabeln hédngen davon dann

linear ab. Es gibt damit zwei Losungen: s, = 1/4/2 und damit a = 7/4 = 45°,
s, =2/v/5 und v = /6 = 30°. Die Andere ist s, = 23/34V/2, 5., = —38/85/5.

In ,realen® Anwendungen haben wir oft mehr Gelenke (also mehr Variablen) und
arbeiten in 3 Dimensionen. Damit sind die resultierenden Gleichungen dann kom-
plizierter und es ist ein Problem die univariate Gleichung vom hohen Grad explizit
und schnell zu 16sen.

Um jetzt noch Gleichungssyteme etwas abstrakter behandeln zu koénnen brauchen
wir noch ein paar Ergebnisse:

LEMMA 3.64: Sei F' > K ein Erweiterungskorper, fi, ..., fs € K[X], I =
(fi,..., fs)k < K[X] und G eine Grobnerbasis von I. Dann ist [ auch eine
Grobnerbasis von (fy, ..., fo)r < F[X]

Folgt direkt aus dem Buchbergerkriterium da die Division nicht von dem
Korper abhéngt: es werden nur Operationen mit den Koeffizienten durchgefithrt. [

SATZ 3.65 (Hilberts Nullstellensatz): Sei K algebraisch abgeschlossen, I < R ein
Ideal. Dann gilt v(I) = () genau dann, falls I = R ist.

Kommutative Algebra. ([l

KOROLLAR 3.66: Sei F' > K eine Korpererweiterung wobei F' algebraisch Abge-
schlossen ist und G eine Grobnerbasis von I = (fi, ..., fs) mit le(f) = 1 fiir jedes
f € G. Dann gilt

vr(G) =0 <= 1€l
wobei vp(G) :=v((f1,..., fs)r), die Nullstellenmenge iiber F' ist.

Sei vp(G) = 0 dann gilt 1 € (G)p. G ist Grobnerbasis, also muss es g € G
geben mit 1t(g)|1t(1) = 1. Wegen lc(g) = 1 folgt daher g =1 und 1 € G C [I.

Andererseits, sei 1 € I. Dann ist natiirlich sofort 1 € (I)r und damit vp(G) = 0. O

BEISPIEL 3.67: Sei K = R[z] und G = {2? + 1}. Dann ist G eine Grobnerba-
sis, (G) # R aber v(G) = (. Die algebraische Abgeschlossenheit ist also wirklich
notwendig.
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BEMERKUNG 3.68: Sei I := (fi,...,fs) # {0} und G eine Grobnerbasis von I.
Dann ist R/I ein K-Vektorraum mit Basis

{f+1:f€Rist Monom und Vg € G : 1t(g) ff}

Die einzige Aussage die zu zeigen ist ist die Basis.

Sei h € R beliebig. Dann ist ~ = h% mod I. Nach Bemerkung 3.44 ist dann h® €
[B]k eine K-linear Kombination. (Bemerkung 3.44 charkterisiert den Rest als ,,durch
keinen Leitterm von G Teilbar. Alle Monome mit dieser Eigenschaft sind sind B.)
Also ist B ein Erzeugendensystem fiir R/1.

Angenommen, wir haben h; + I € B, a; € K mit Y a;h; + I = 0. Das impliziert

dann >~ a;h; € I also > aihiG = 0 und schliesslich a; = 0 mit Bemerkung 3.44. Also
sind die h; unabhéngig. 0

SATZ 3.69: Sei K algebraisch abgeschlossen, I < R. Dann ist R/I endlich dimen-
sional als K-Vektorraum genau dann, falls v(/) endlich ist.

Kommutative Algebra oder Ubung? O

KOROLLAR 3.70: Sei F' > K und F' algebraisch abgeschlossen. Ferner sei I :=
(fi,-.., fs), J == IF[X] und G eine Grobnerbasis fiir I mit 1t(g) = 1 fiir jedes
g € G. Dann ist vp(I) endlich genau dann, falls es fiir jedes X; ein g € G und
w € N gibt mit 1t(g) = X}*.

O






KAPITEL 4

Faktorisierung und Irreduzibilitéiat

Wir wollen fiir unsere ,,normalen® Ringe Z, F,[z] und Q[z] die zerlegung in Prim-
elemente oder Irreduzible untersuchen. Es wird sich herausstellen, dass es

einfach ist (wahrscheinlich) festzustellen ob eine Zahl Prim ist oder nicht
schwierig ist eine Zahl zu faktorisieren

einfach ist ein Polynom iiber F, zu faktorisieren

irreduzibilitdt in F,[z] ist wie faktorisieren

Qlz] folgt aus F,[z]

Z[z] ist so kompliziert wie beide zusammen...

1. Quadratfreie Faktorisierung

Sei R ZPE-Ring. Fiir den Rest dieses Abschnittes werden wir immer R[z]| betrachten.
DEFINITION 4.1: Die Abbildung

() : Rle] — Bla] : f =3 fiah = 3 ifiat™
=0 i=1

heifit formale Ableitung

Wie in der Analysis/ GAM kann hier, rein algebraisch, gezeigt werden, dass die
,hormalen® Regeln gelten:

e Ableiten ist R-linear: (af + bg) = af’ + by
e Produktregel: (fg) = f'g+4'f

DEFINITION 4.2: Sei 0 # f € R[z]. f heifit qudratfrei, falls aus g € R[x] mit ¢*|f
immer g € R folgt. Eine Darstellung f = [] f! fiir f; € R[] heifit quadratfreie
Faktorisierung falls

e Die f; sind paarweise Teilerfremd: ggT(f;, f;) € R

e Die f; sind quadratfrei.

Da R nur ein Ring ist, so ist der ggT iiber Pseudodivision zu berechnen.
BEMERKUNG 4.3: Sei R Integritédtsring mit char R = p > 0. Dann gelten:

(1) Die Abbildung :F' : R — R : x — 2" ist ein Ringhomomorphismus
(2) Ist |R| < o0, also R ein endlicher Ring, so ist F' bijektiv.

49
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(1) F(zy) = (zy)? = 2Py? = F(x)F(y) da R kommutativer Ring. Fiir
die Summe benuzten wir die Binomische Formel:

p
Pt ) =Gty =3 () ot
i=0
Wegen p (f) fir 1 <1 < p folgt dann die Behauptung.
(2) Da F offensichtlich injektiv ist, so folgt die Behauptung aus der Tatsache, dass
R endlich ist.
Wenn wir benuzten, dass ein endlicher Integrititsring immer ein Korper ist, so
konnen wir das sogar konstruktiv zeigen: Nun gilt |R| = ¢ = p" und damit fiir
z # 0 immer 27" = 1, also 29 = z. Damit folgt (¥ )" = 29 = x und wir
haben das Urbild sogar gefunden.

O

BEMERKUNG 4.4: Sei f =[] f! € R[z] mit quadratfreier Faktorisierung. Dann gilt:

(1) Fiir char R = 0 gilt ggT(f, f') = r [1 f~' fiir r € R also ist speziell f quadratfrei
wenn ggT(f, f') € R gilt. '
(2) Fiir char R = p > 0 und RP = R gilt ggT(f, f') = r [1, it [T fi firr € R

Zunéchst gilt (¢'h)’ = ig" ' ¢'h+g'h damit folgt dann sofort f; | ggT(f, f')
und, da die f; paarweise teilerfremd sind, auch [T f/~!|ggT(f, f'). Angenommen,
f = ¢g'h mit g irreduzibel, ggT(g,h) € R und ¢'|f’. Wegen [’ =ig"'g'h + g'h’ folgt
dann sofort g|ig’h was aber nicht sein kann - aufler p|i oder ¢' = 0 und char R = p:
geT(g,h) € R und degg < degg. Falls char R = p und ¢’ = 0, so ist g = 3 g;a”".
Wegen RP = R ist aber dann g = hP, also ist g nicht irreduzibel. In char R = 0 gilt
¢" = 0 genau dann, falls g € R ist. Also folgt (1).

Fiir (2) beachten wir, dass (f})" = pf;f*lf’ = 0 gilt und daher f? den ggT teilt. [

BErISPIEL 4.5: Sei R :=F,[y| und f := 2P —y € R[z]. Dann ist f irreduzibel (nach
Eisenstein mit y), also ist die quadratfreie Faktorisierung f = fi, aber f’ = 0 und
damit ggT(f, f') = f. Hier gilt nicht R? = R da y keine p-te Potenz ist.

Einen Algorithmus um die quadratfreie Faktorisierung zu erhalten haben wir bereits
bei den Ubungsaufgaben zum ggT gesehen. Fiir positive Charakteristik muss der
Algorithmus noch abgeéndert werden um ggf. p-te Wurzeln aus den Polynomen zu
ziehen.

BEISPIEL 4.6: R = Z, [ := 2% — 22° + 222 — 1. Dann gilt f3 := ggT(f, f) =
rt =222+ 1= (2> - 1) und f/fs = 2* — 1 = (2? — 1)(2* + 1). Damit erhalten wir
f=@* =13+ 1).

BEISPIEL 4.7: R =Ty, f = o' +22% 4+ 228 + 25 + 2% + 223 + 222 + 1.

Dann ist b := ggT(f, f) = 2% + 225 + 23 + 2 und f/h = 2?2 + 2, ggT(2® + 2,h) =

x + 2, damit gilt f;{ = = + 1. Jetzt machen wir mit f «— h weiter: f’ = 0, und
f= (234222 + 2 +2)3 Also nun f « 2° +22* + 2 + 2.

ggT(f, f') = 1 also ist das neue f Quadratfrei - jedoch nicht koprim zu bekannten
Faktoren. Es gilt 23 4+ 222+ 1242 = (z+2)(2*+1). Insgesamt folgt f = (z+1)(2? +
1)3(z +2)%
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ALGORITHMUS 4.8: Input: f € R[z]
Output: qudratfreie Faktorisierung f;
1 Falls f' = 0 gilt, so schreibe f = ¢” und rufe den Algorithmus fiir g auf:
g=1lgj, also f =g” =T1lg/".
2 c:=ggT(f, f') (also c =1 f{7)
3 w:= f/c (also w=T] fi)
44:=1
5 while degw # 0 do
6 y:=ggT(w,c)

7T zi=wly

8 fz =z

9 1:=1+41

10 if ¢ = 0 then break
11 c:=cly

12 w:=y

13 Rufe den Algorithmus fiir ¢/¢ auf, also ¢ = [] ¢ und schreibe f entsprechend.

2. Faktorisierung iiber F,

In diesem Abschnitt sei R = F, mit ¢ = p”, also ein endlicher Kérper der Charak-
teristik p > 0. Wir wollen Polynome faktorisieren, wie wir gesehen haben, reicht es
hier quadratfreie Polynome zu betrachten.

LEMMA 4.9: Sei K > F, eine Korpererweiterung. Dann ist F, : K — K : x + 2¢
ein Kérperhomomorphismus mit Fixkorper {z € K : F,(z) =z} =F,.

Es gilt F, = F" fiir I/ wir in Bemerkung 4.3 und ¢ = p", also ein Homo-
morphismus. Das Polynom ¢¢ — ¢ hat hochstens ¢ Nullstellen in K, aber fiir z € F,
gilt 9 = x, damit ist die Aussage dann klar. 0

LEMMA 4.10: Die Abbildung F, : F,[t] — F,[t] : f — f9 ist ein Ringhomo-
morphismus. Fiir jedes Ideal I < F[t] gilt F,(I) C I, also induziert F, einen
Ringhomomorphismus

F,[t)/T — F[t]/] :x+ 1 — Fy(z)+ 1

Klar, da F,(f) = f?, also f € I impliziert f? € I. Damit ist die Abbildung
wohldefiniert, der rest ist dann Klar. O
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SATZ 4.11: Sei f € Fy[t] mit deg f > 1, f =[I;_, f; mit f; paarweise koprim und
irreduzibel. Seien V' :=F [t/ f, K; := F,[t]/f; und
¢:V = xKi:g+(f) = (g+{fi)
Dann gilt:
(1) ¢ ist ein Ringisomorphismus
(2) K; ist ein Erweiterungskorper von K vom Grad K; : K = deg f;
(3) ¢ kommutiert mit Fy, also ¢(F,(g) + (f)) = (F,(g) + (f)):

VLXKZ

FqJ J,FQXWXFQ

V L) XKZ'
Kommutiert.
(4) W :={v eV :F,v) =v} ~{(x;); : Fy(z;) = x;} ist ein s-dimensionaler
[F,-Vektorraum.

(1) Dies ist der Chinesische Restsatz fiir Polynome.
(2) Da f; irreduzibel ist, so ist K; = F,[t]/f; ein Kérper vom Grad deg f; (AGS)
(3) In Lemma 4.10 haben wir gezeigt, dass F; ein Homomorphismus auf den Rest-
klassenringen induziert. Der Rest folgt dann aus der Definition.
(4) Lemma 4.9 zeigt {x € K; : 27 = v} = F,, damit folgt dann W = F;.

KOROLLAR 4.12: Mit den Bezeichnungen von Satz 4.11 gilt:
(1) f irreduzibel <= dimy, W =1
(2) Seidimg, W = s> 1und fiir 1 <i# j < sseien a; # a; € Fy, sowie g € Fgt]
mit degg < deg f und g+ (f;) = a; + (fi), g+ (f;) = a; + (f;). Dann gelten:
(a) fil ggT(g — ai, f), f; 88T (9 — as f)
(b) 1 < degggT(g — a;, f) < degf

(1) Satz 4.11.(4)
(2) Nach Vorraussetzung: f;|g—a; und g—a; = aj—a; mod f; aber 0 # a;—a; € F,,
also f; fg — a;. Der Rest folgt dann aus (1).

Damit erhalten wir den Berlekamp Algorithmus zur Faktorisierung von Polynomen
tiber F,: Berechne eine Basis g; € Fy[t] von W mit 1 < degg; < degf (2 <i < s)
und ¢; := 1. Falls s = 1, so ist f irreduzibel. Sonst: berechne ggT(g; — a, f) fiir alle
a € [F,. Dies muss alle Faktoren liefern.

Also Frage: wie finden wir die g;, die Basis von W7 Mit linearer Algebral
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LEMMA 4.13: Sei f € F,[t] mit deg f = m > 1 gegeben./ Sei T :=t + (f) €
F,[t]/f. Dann bildet 1, T', ..., T™ ! eine F,-Basis fiir F,[t]/f. (AGS). Setze Q =
(Qi,j)id € F;nxm mit
Tiq = Z qi’jTj
Dann gilt fiir 0 # g = 37" bit? € F[t]:
g?=gmod f < (bo,...,bp-1)(Q — 1) =0

Also finden wir g; als Basis des Kerns von QQ — I,,,.

Im wesentlichen direkte Folge davon, dass Fj, ein Homomorphismus ist:
gq = (Z bltl)q = Zbgth = sztzq = Zz bz Zj (]Z'7jtj = Z](ZZ biqid)tj HlOd f AISO
g7 = g mod f genau, dann, falls Y, b;q; ; = b; gilt fiir alle j. 0J

Damit konnen wir jetzt den Algorithmus komplettieren:

ALGORITHMUS 4.14: Input: f € F,[t], normiert, quadratfrei, deg f = m
Output: f =TI f; mit f; irreduzibel
1 Berechne @ € F;"*™ wie oben
2 Berechne ker Q — I,,, und damit eine Basis g; (1 <1i <s) von W.
3 Falls s = 1 so ist f irreduzibel.
LF = {f)
5 Fiir « = 2 bis s tue
6 FiraclF, tue
7 up = ggT(g; —a,h) fiir h € F.
8 Falls u;, nicht trivial, so setze

F = (FU{up,h/up}) \ {h}
9 Falls |F'| = s Faktoren gefunden sind, so sind wir fertig.

BEISPIEL 4.15: Sei K = F, und f := 3 + 1. Dann berechnen wir Q: t° mod f = t°,
t2mod f = t? und t* mod f = t. Damit ist

1 00 0 00
O=|oo0o1]|, o-=|011
010 011
Damit erhalten wir g = 1 und go =t + 1 und ggT(¢2, f) =t + 1, ggT(g2+ 1, f) =

t?2 +t + 1 und damit die Faktorisierung.

BEMERKUNG 4.16: Der Algorithmus terminiert und liefert die korrekte Faktorisie-
rung.

Die Terminierung ist klar da alle Schleifen endlich sind. Angenommen einer
der Faktoren h die gefunden worden ist nicht irreduzibel. Dann gibt es i # j mit
filh und f;|h. Da die g; eine Basis fiir W bilden ex. ein [ mit ¢, + (f;) = a; + (f3)
und g, + (fj) = a; + (f;) und a; # a;, also f; # f; mod g. Nach Korollar 4.12 folgt
filggT (g1 — a;, h) und f; fggT (g — a;, h) also wird h fiir r = [ zerlegt.

In jedem Schritt haben wir J[,cp = f, also sind die Faktoren immer paarweise
koprim (da f quadratfrei ist). O

BEMERKUNG 4.17: Der Algorithmus benétigt O(gm?*) Operationen in F, wo m =
deg f gilt.
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Wir brauchen m Potenzierungen mit ¢ in F [t] und m Divisionen um @ zu
berechnen, also O(m?log q) Operationen in F,. Der Kern wird mit GauB berechnet,
was O(m?) Operationen benétigt. Schliesslich brauchen wir noch s%q viele ggT-s,
also O(m*q) Operationen. d

Wenn wir klassische Multiplikationen in F, benutzen so erhalten wir O(m?*qr?log® p)
Bit-Operationen (¢ = p"). Was wir auch sehen, ist, dass es fiir ¢ grof§ ¢ > 10'% nicht
praktikabel ist.

Hier gibt es nun Varianten...

BEMERKUNG 4.18: Sei f € I, [t] normiert, quadratfrei und g € F,[t] mit 0 <
degg < degf, ¢? = gmod f und C := {c € F, : ggT(g — ¢, f) # 1}. Dann ist
h(t) := Tleec(t — ¢) das normierte Polynom kleinsten Grades mit f|ho g

(hog)(t) = h(g(t)) = TI(g(t) — ¢). Sei fi ein irreduzibler Faktor von f,
dann gilt fi|g? — g = [lser, (9 — 5). Also ex. s € F, mit fi|ggT(g — s, f). Nach
Konstruktion s € C, also fi|h o g, also f|ho g.

Setze H := {h € F,[t]r | flhog}. Dies ist ein Ideal in F,[t] wie wir leicht nachrechnen.
Da F,[t] ein Hauptidealring ist, so folgt gilt H = (ho) fiir ein geeignetes hy. Aber
h € H, also ho|h, also hy = [],ca(t — ¢) fiir C C C. Also miissen wir noch C' = C'
zeigen. Sei nun ¢ € C, damit ggT(g—c, f) # 1, also gibt es einen irreduziblem Teiler
filf mit filg — cund f; Jg — ¢ fiir ¢ # ¢ (wegen g? = g folgt dies mit Satz 4.11).
Wegen hg € H gilt f|hgo g also fi|[I.ca(g —c) also c € C und wir sind fertig. O

Damit konnen wir das folgende probieren. Sei g eines der Basiselemente von W.

(1) bereche ¢° mod f fiir ¢ > 0 um die kleinste nicht-triviale Linearkombination mit
> a;g" =0 mod f zu finden (a; € F,). Im Prinzip ist dies das Minimalpolynom
von g € W.

(2) Setze h := Y a;t', dann gilt f|h o g und nach der Bemerkung C = {c € F, :
h(c) =0}

Damit kénnen wir die Suche iiber alle ¢ auf die Nullstellensuche fiir h zuriickfiithren.
Also werden wir uns als ndchstes mit den Nullstellen beschéaftigen.

Nach Cantor-Zassenhaus:

Input: Sei f € F,[t] quadratfrei, normiert und ein Produkt von Linearfaktoren.

Output: Nullstellen von f.

1 Falls deg(f) =1, so gib —f(0) aus.

2 Fiir ¢ ungerade, setze r := t@1/2 — 1 und fiir ¢ = 2¢, r := 273 1*

3 Waikle zufillig s € F, und berechne ggT(f,r(t — s)) bzw ggT(f,r(ts))

4 Ist h # f so berechne die Nullstellen von f/h und h mit dem selben Algorith-
mus.

Falls der Algorthmus terminiert, so findet er alle Nullstellen, also was fehlt ist die
Terminierung.
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BEMERKUNG 4.19: Fiir ungerades ¢ gilt fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit in Schritt
(3):
q—1 g+1
P(ggT — LAH=1—(——)"—(—
(BT (e =) £ 1.0) =1 - (52 = (O

fiir gerades ¢ sogar P(ggT(f,r(ts)) #1,f)=1—-2(3)" > 1/2.

)t >1/12,

Sei ¢ ungerade. Wir werden spéter zeigen, dass [{xr € F, : zle=D/2 =
—1} =(¢—1)/2 = |{x € F, : 2(971/2 = 1} gilt. Beachte, dass ggT(f,r(t —a))(t) =
gegT(f(t + a),r)(t — a) gilt. Damit folgt ggT(f(t — s),r) = f genau dann, wenn
(a — 8)@/2 = 1 gilt fiir alle Nullstellen o von f. Fixieren wir ein «, so gibt

es (¢ — 1)/2 mogliche s, also konnen wir eins mit einer Wahrhscheinlichkeit von
(g—1)/(2q) zufallig wihlen. Wir haben n Nullstellen, also erhalten wir ((¢—1)/(2¢))"
fiir die Wahrscheinlichkeit alle zu vermeiden.

Analog: ggT(f(t —s),r) = 1 falls (a — 5)1/2 £ 1 gilt fiir alle Nullstellen « von f.
Hier gibt es (¢—1)/2 Moglichkeiten mit a(9=1/2 = —1 und zusitzlich 0, also erhalten
wir eine Wahrscheinlichkeit von ((¢ 4+ 1)/2¢)™. Damit ist die Aussage gezeigt.

Fiir gerades ¢ betrachten wir die Ubung. 0
BEISPIEL 4.20: Sei K := Fsio und f := t*+t*+2. Dann ist f quadratfrei ggT(f, f') =
1. Fiir Berlekamp brauchen wir die Matrix Q um W zu berechnen: 1, 3" = 2z,

23 =2 33" = 223 mod f, also

1000 0000
0200 0100
Q—0010’Q_[4—0000
000 2 0001

Damit ist g; = 1, go = t? eine Basis fiir W und wir suchen 2 Faktoren.

Setzen wir ¢ = g so brauchen wir nun a; € K mit > a;g' = 0. Wir berechnen
g3 = 22> + 1 und sehen ¢*> + g + 2 = 0. Nun brauchen wir die Nullstellen von
h :=t> 4+t + 2. q ist ungerade, also ist r := t(4=1/2 — 1,

Fiir s = 1 erhalten wir einen ggT von 1. Wahlen wir nun zufillige s € F,, so erhalten
wir sehr haufig einen nicht trivialen gg'T' und die beiden Nullstellen.

Damit kénnen wir dann wieder in der Berlekamp zuriickgehen und erhalten die
Faktorisierung von f in 2 quadratische Faktoren.

Wir bemerken noch, dass wir natiirlich nicht r = ¢(¢=1/2 — 1 tatséchlich berechnen
- wir berechnen (¢t — s)™ mod h.
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3. Das Henselsche Lemma

Wir wollen nun langsam versuchen Polynome f tiber Q[z] zu faktorisieren. Wir
kénnen (und werden) annehmen, dass f qudratfrei ist. Durch skalieren mit a/b € Q
konnen wir weiter annehmen, dass f € Z[z]| primitiv ist.

Die ,, Idee“, nach Zassenhaus, ist es f iiber Z/p*Z zu faktorisiern, in der Hoffnung,
dass wir, falls & grofl genug ist, damit die Faktorisierung in Z[z] erhalten kénnen.
Es gint nur noch ein paar Probleme:

(1) Wir konnen k = 1, also F,,, aber nicht k£ > 1.
(2) Wir wissen nicht, wie grof k sein sollte.
(3) Der Zusammenhang zwischen Z[x] und (Z/p*Z)[z] ist nicht so einfach.

Also fangen wir mit (1) an. Als Bemerkung: um die modularen ggT zu berechnen
haben wir Groflenaussagen fiir Teiler von f erhalten. Die werden wir im weiteren
benutzen.

LEMMA 4.21: Sei f € Z[z] \ Z qudratfrei. Dann ist auch f + pZ[z]| € F,[z] qua-
dratfrei fiir fast alle p € P.

Falls f quadratfrei ist, so gilt ggT(f, f') = 1. Nach unseren Untersuchun-
gen iiber modulare ggT Berechnungen, gilt daher ggT(f + pZ[z], f' + pZ[z]) =1 €
[F,[z] fiir fast alle (bis auf endlich viele Ausnahmen). Also ist f + pZ[z] dann qua-
dratfrei fiir fast alle p. 0J

Um die Grundidee zu motivieren, gehen wir , verkehrtherum® vor: Angenommen,
f=11fi € Z[x] und ¢y : Z]x] — (Z/p*Z)[x] sei die Projektion fiir ein (geeignetes)
fixiertes p. Dann gilt fiir p* > 2|| fi|lc und minimale Restsysteme

oe(fi) = fis
so dass wir hoffen kénnen, dass die Faktorisierung modulo p* mit der in Z iiberein-
stimmt - falls k& groB genug ist. Leider ist es ganz so einfach nicht, z.B. f = 2% + 1
ist irreduzibel in Z[x], aber fiir alle p und jedes k hat ¢, (f) mindestens 2 Faktoren.
Wir werden sehen, was dies bedeutet.

Frage: wie finden wir die Faktorisierung modulo p*? Schranken habe wir ja frither
schon einmal gesehen. Die Idee ist es mit einer Faktorisierung modulo p anzufangen
und diese dann ,zu liften. Hier wéhlen wie eine Primzahl so, dass f modulo p
quadrat-frei ist. Sei nun f = f; fo mod p. Wir versuchen ¢;, g» € Z[z] zu finden, mit
(f1+pg1)(f2+pg2) = f mod p*. Ausmultiplizieren liefert fi fo+p(g1 f2+g2.f1)+0°g192.

Also muss gelten p?| f — fi fo—p(g1 fo+ g2 f1) und damit p[1/p(f — f1fa) — g1 fo+g2fr.
Falls f; und f5 teilerfremd sind, so konnen wir g; mit dem euklidischen Algorithmus

finden. Das kann dann iteriert werden.

BEISPIEL 4.22: f = 23 + 102% — 4322 + 5040 € Z[z|, p = 5. Dann gilt f = x(2* +
3)mod 5 und f — fifs = 1022 — 435 * x + 5040 und teilen durch p = 5 liefert
222 — 87 % z + 1008 und nun modulo 5: 22?2 + 3z + 3. Aus 1 = ggT(x,2? + 3) =
3z-z+2- (2% +3) mod 5 folgt dann 222+ 3x+3 = (v +3)z+ 1(2*+3). g, := 4w+,
go = (42® + 1) und wir versuchen (f; + 5)(f2 + 5 - (z + 3)). Nun erhalten wir
f— (f1 +5)(f2 + 5(z + 3)) = —4752 + 4950 = 0 mod 25.

Wenn wir dies iterieren, so erhalten wir (z + 30)(2? + 605z + 168) = f mod 5. Im
symmtrischen Restsystem folgt dann sogar (x + 30)(2? — 20z + 168) = f.
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Um dies vollstdndig nutzen zu kénnen, brauchen wir eine genauere Kontrolle iiber
den gg'T, bzw. die Kofaktoren. Sonst wird es passieren, dass die Polynome die wir
konstruieren wollen einen zu groflen Grad haben. Schon in diesem Beispiel habe
ich gemogelt: der direkte Ansatz mit aus dem euklidischen Algorithmus hétte eine
Darstellung fir 1/5(f — f1 f2) gegeben die Polynome von zu hohem Grad beinhaltet.
Fiir Z haben wir dies schon in einer Ubung gesehen, hier nur fiir Polynome:
LEMMA 4.23: Seien K ein Korper, g, h € K[z] \ {0} mit ggT(g,h) = 1. Dann
ex. fiir alle d € K[x] eindeutige 7, s € K[x] mit rg + sh = d und r = 0 oder
degr < degh. Fiir degd < deg g + deg h, so gilt s = 0 oder deg s < degg.

Der erweiterte euklidische Algorithmus liefert a, b € K[z| mit ag+bhh = 1,
also adg+bdh = d. Division mit Rest liefert ad = gh+r und r = 0 oder degr < deg h.
Damit folgt dann auch

d = adg + bdh = (gh +r)g + bdh = rg + (bd + qg)h.

Seien r, s und 7/, s’ wie im Lemma gegeben, also d = rg + sh = r’g + s'h und somit
g(r —r') = h(s’ — s) Wegen degr < degh und ggT(g,h) =1 folgt dann r = " und
somit s = ¢’

Ist nun degd < degg + degh und degs > degg so folgt degrg = degr + degg <
degh 4+ degg < degh + deg s = deg sh. Damit folgt dann degd = deg(rg + sh) =
deg sh > deg g + deg h was nicht sein kann. 0

BEMERKUNG 4.24 (Lineares Hensel Lifting): Seien p € P, k > 0 sowie f, g, h €

Z[x] \ Z gegeben mit ggT(¢1(g), ¢1(h)) = 1, ¢r(f) = ¢r(g)dx(h). Dann ex. gy,
hy € Zz] mit ¢p(g1) = ¢r(9), dx(h1) = dr(h) und dpy1(f) = dry1(g1)Pr1(h1). Sind

f, g und h normiert, so kénnen ¢;, h; ebenfalls normiert gewéhlt werden.

Setze d = ¢1(1/p"(dr(f — gh))) € F,[z]. Mit Lemma 4.23 finden wir
nun r, s € Zlx] mit deg¢py(r) = degr, degpi(s) = degs, ¢1(rg + sh) = d und
deg ¢1(r) < deg¢i(h). Setze g1 := g + p*s und hy := h + p¥r, damit ist die 1.
Bedingung bereits erfiillt.

Weiter f = gihy = f—gh—p*(rg+sh) —p*rs = p*(1/p*(f — gh) — (rg+sh)) — p**.
Wegen 1/p*(f — gh) = dmod p gilt 1/p*(f — gh) — (rg + sh)) = 0 mod p und
damit f = gih; mod p**! wie behauptet. Sind f, g und h normiert, so auch ¢()
fir alle k. Ferner gilt deg f = degg + degh und damit degd < degf — gh) <
deg f = deg g + degh = deg ¢1(g) + deg ¢1(h). Mit Lemma 4.23 folgt dann degr =
deg ¢1(r) < deg ¢1(h) = deg h und deg s < deg g, damit sind dann ¢g; und h; wieder
normiert. 0

BEMERKUNG 4.25: Die Folgen die in Bemerkung 4.24 berechnet werden sind im we-
sentlichen Eindeutig: Seien f, g, h, g, h € Z[x]\ Z normiert mit ggT(¢1(g), ¢1(h)) =
L, ¢1(9) = ¢1(9), ¢1(h) = ¢1(h). Gibt es k > 0 mit ¢4 (f) = dr(9)Pr(h) = dx(g)dr(h)
so folgt auch ¢x(g) = ¢r(g) und ¢r(h) = r(h).
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Per Induktion. k£ = 1 klar: Faktorisierung modulo p ist eindeutig. Sei nun
k > 1. Wir haben ¢,(gh) = ¢4(gh), also auch ¢j_1(gh) = ¢p_1(gh) und damit per
Induktion, ¢p_1(g) = dr-1(3), dr1(h) = ¢r_1(h). Also folgt ebenfalls j = g + p*~'s
und b = h+ p*~'r mit r, s € Z[z]. Da g, §, h, h normiert sind gilt degg = deg j
und damit degs < degg und analog degr < degh. Ferner deg¢;(r) < deg¢1(g),
deg ¢1(s) < deg ¢1(h). Da ¢p(gh) = ér(gh) folgt, wie oben, rg + sh = 0 mod pF~!
also speziell ¢1(rg + sh) = 0. Mit Lemma 4.23 folgt dann ¢;(r) = 0 = ¢4(s), also
or(g) = ¢or(g) und ¢r(h) = ¢x(h) wie Behauptet. O

Mit Induktion kénnen wir die beiden Bemerkungen natiirlich auf mehr als 2 Faktoren
verallgemeinern.

SATZ 4.26: Sei f € Z[z] \ Z quadratfrei, normiert, f = gh mit g, h € Z[z] \ Z.
Sei p € P so, dass ¢1(f) quadratfrei ist. Ferner sei B mit [ju|| < B fiir alle ul|f,
u € Z[x] und k mit p* > 2B gegeben.

Seinen nun u; € Z[z| normiert mit ¢ (f) = 1 ¢k (u;) und ¢y (u;) irreduzibel. Dann
exisitiert S C {1,...,l} mit: Ist § € Zlz] mit ¢r(9) = ox(g) = Ilses Or(us),
g=>g' g € [-p*/2,p"/2) sogilt g =g

Nach Vorraussetzung gilt ¢1(f) = IT¢1(u;) und die ¢4 (u;) sind irreduzi-
bel. Wegen g|f folgt ¢1(g)|p1(f) also gibt es S := {i : ¢1(u;)|d1(g9)}. Mit Lemma
4.23, Bemerkung 4.24 konnen wir diese Faktoren dann liften und erhalten ein g als
Produkt der gelifteten Faktoren. Wegen ¢y (g) = ¢x(g) folgt dann g = g aus der
Eindeutigkeit und der Schranke B. U

Damit kénnen wir jetzt einen Algorithmus zur Faktorisierung von Polynomen in
Z[z] erhalten:

ALGORITHMUS 4.27: Input: f € Z[z] normiert.
Output: f; € Z[z] irreduzibel mit f =TT f;
1 Berechne eine quadratfreie Faktorisierung f = [] g
2 Fiir jedes g; tue
3 Finde eine Primzahl p so, dass g; modulo p quadratfrei ist.
4 Faktorisieren ¢ (g;) mit Berlekamp, ¢1(g;) = IT:_; ¢1(fi ;)
5  Lifte die Faktorisierung modulo einer geeigneten Schranke
6  Fiiralle S C {1,...,1} teste ob h := [[,cg fi; ein Teiler von f in Z[z] ist.

Das der Algorithmus korrekte Ergebnisse liefert ist nach Konstruktion klar. Ebenso
ist die Terminierung offensichtlich, das einzige Problem ist die Laufzeit: es gibt
irreduzible Polynome f vom Grad deg f = n mit der Eigenschaft, dass fiir jede
Primzahl p, ¢1(f) mindestens n/2 Faktoren hat. Damit kénnen wir Polynome bauen
wo 2(n/2) Moglichkeiten getestet werden miissen.

Andererseits: die ,,meisten* ,, normalen“ Polynome haben diese Eigenschaft nicht. Es
kann sogar oft passieren, dass durch die Kombination mehrerer Primzahlen bereits
bewiesen werden kann, dass f irreduzibel ist.

Dieses Problem mit den 2(n/2) Tests war die Motivation den LLL Algorithmus zu
entwickeln. Damit werden wir uns als néchstes beschéftigen.
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4. van Hoeij: Faktorisierung mit LLL

Obwohl der LLL-Algorithmus erfeunden wurde um Polynome zu faktorisieren, so
war dieser Ansatz nie effektiv, in der Praxis ist er viel langsamer als die (potentiell)
schlechteren Methoden. Im Jahre 2002 hat Mark van Hoeij eine andere Idee gehabt
den LLL Algorithmus zu benutzen. Hier werden wir kurz skizzieren wie.

LEMMA 4.28: Die Abbildung ¢ : (R[z] \ {0},) — (R(z),+) : g — fg¢'/g bildet
Produkte auf Summen ab: ¢(gh) = ¢(g) + ¢(h).

Fir g;|f gilt ¢(g;) € R[z]. Wenn wir Polynome mit den Koeffizientenvektoren
identifizieren, so erhalten wir eine Abbildung von ({(g;|i),-) — (R™,+) fir n :=

deg f.

Mit der Produktregel folgt ¢(gh) = f(gh)'/gh = f(¢d'h+Ng)/gh = fq¢'/g+
fh'/h. Fiir g|f gilt offensichtlich ¢(g) € R[x] und deg(f¢'/g) = deg f + degg’ —
degg < deg f — 1, damit gibt es im Bild maximal deg f — 1 + 1 = deg f viele
Koeffizienten. O

Die Idee, wir werden dies im Detail nicht beweisen, ist einfach: Wir wissen, dass
Faktoren g|f mit g € Z[z] ,klein“ sind - speziell gilt ||g|| < p* fiir geeignetes k.
Andererseits sind Polynome modulo p* i. Allg. nicht klein, wir erwarten immer
lg|l = p*. Zusammen mit dem Lemma heiBt dies, wir wollen das folgende Problem
16sen:

Fiir g; mit ¢1(g;) irreduzibel, f = [[g; mod p* finde S C {1,...,1} mit [[,cq9: €
Zlz]. Mit dem Lemma heifit dies: Gegeben G; € Z" mit G; = ¢(fg./g;) finde
e; € {0,1} und r € p*Z™ mit || X e;G; + r|| klein. Dies kénnen wir mit dem LLL
Algorithmus effektiv 16sen!

Bevor wir dies im Beispiel demonstrieren, noch ein paar Anmerkungen/ Beobach-
tungen: unter der Abbildung ¢ ist ¢(g;) eine Basis fiir den Raum der Faktoren.
In diesem Raum gibt es einen Teilraum der Faktoren in Z[z]. Mit dem oben Be-
schriebenen hat dieser eine Basis die aus 0, 1-linearkonbinationen der ¢(g;) besteht.
k
Betrachten wir jetzt eine Blockmatrix B := ( ? pOI" > wo G = (d(g1),- -, ¢(q1))
!
ist, n := deg f gilt und die Faktoren modulo p* bekannt sind.

Auf diese Blockmatrix wenden wir den LLL Algorithmus an. Wenn alles gut klappt,
so findet der Algorithmus ein s-Dimensionales Teilgitter mit sehr kleinen Eintrigen
wo s die Anzahl der Faktoren in Z[z] ist. Wenn wir nun auf den unteren Teil der Basis
dieses Teilraums den Gaufl Algorithmus anwenden um eine Zeilen-Stufen-Form zu
finden, so wird der untere Teil in eine Matrix mit nur 0,1 Eintrégen transformiert.
Diese geben dann die Teiler in Z[z] an.

BEISPIEL 4.29: Wir wollen f = 2 + 62* — 1623 — 1722 + 133z — 143 faktorisieren.
Fiir p = 11 erhalten wir f = z(2+6)(z+9)(2* + 22+ 10) mod 11. Hensel-Lifting up
to 1120 liefert f = ( — 249714810620726691713)(x + 249714810620726691719)(z —
131587204312918514646) (2% + 131587204312918514646x + 73716845854396012388).

Unter der Abbildung ¢: G; = ¢(g1) = (—117457436593353053658, 96925936761486559820, —5, 249714
Gy = ¢(g2) = (117457436593353053736, —96925936761486559824, —5, —249714810620726691713, 1)
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G35 = ¢(g3) = (—138135309465796127067, —332408177383167577577,190490076799347091052, 13158
Gy = ¢(g4) = (138135309465796127122, 332408177383167577547, —190490076799347091090, — 13158

Wir bauen jetzt eine Blockmatrix: G := (g, g, g4, g4, 11%%e;, 11%%4, 11203, 11%¢4, 11%%¢5)
H := (14]0) und L := (g) Wenn wir nun auf diese Matrix den LLL-Algorithmus
anwenden, so finden wir 2 kurze Vektoren G1+ G5 — G3 — G4 und G3+ G4. Wenn wir
nun davon die Zeilen-Stufen-Form berechnen, so erhalten wir G; + G5 und G35 + G4

als kanonische Basis fiir den Teilraum. Dies entspricht dann ¢gsgs = 2® — 5z + 13.
Wir rechnen nach das dies ein Teiler ist. Ebenso g1g; = 2% + 62 — 11 ist der andere
Teiler.

Was fehlt jetzt noch?

e Ein formaler Beweis, dass, wenn k grofy genug ist, die einzigen kleinen Elemente
in Z[z] liegen.

e Eine formale Abschéatzung fiir k&

e Bessere Strategien um kleinere Gitter zu haben.

e Bessere Strategien.

e Die Komplexitiatsanalyse.

Zum Beispiel, wenn wir die Faktorisierung modulo 13, 17 vergleichen, so sehen wir
bereits, dass f wahrscheinlich quadratisch, kubisch zerfallt. Noch besser: modulo 23
erhalten wir sofort die richtigen Grade, damit liefert dann das Lifting bereits die
Faktorisierung!

Also sollten wir fiir ein ,paar® Primzahlen testen und dann die beste(?) benut-
zen. Ebenso konnen wir statt (Gy,...,G;) Teilgitter betrachten L; := (G, ..., G;).
Wenn wir hier Teiler finden, so haben wir nur kleinere Gitter betrachtet. Ebenso
kénnen wir versuchen nich alle Koeffizienten von ¢(g) zu benutzen, . ... Es gibt viele
Moéglichkeiten zu optimieren!

5. Primzahltest

Hier wollen wir anfangen Faktorisierung in Z anzusehen. Schritt eins sind hier Prim-
zahlen. Fangen wir mit der Beobachtung an, dass es ,einfach® ist, alle Primzahlen
zu berechnen:

BEMERKUNG 4.30: Um alle Primzahlen p < n zu berechnen brauchen wir lediglich
O(nlogn) Bit-operationen - und O(n) Speicher.

Mit dem Sieb des Eratosthenes: wir legen eine Tabelle an: a; := 0 fiir
2 < 4 < n. Nun suchen wir den kleinsten Index mit ¢; = 0 und setzen aq; = 2
und ay, = 1 fiir [ < kI < n. Dies wird iteriert bis kein I < /n mehr gefunden
wird. Die [ mit a; = 2 sind dann genau die Primzahlen. Operationen: fiir jedes [
benétigen wird maximal n/l viele Durchldufe. Insgesamt also < Y-, zn/l < nlogn

da Y°F , 1/i = O(logn) gilt. O

Eigentlich geht die Summe nur iiber Primzahlen < \/n, so dass wir die Abschétzung
sogar auf O(nloglogn) verbesser kénnen wenn wir 3., 1/p = O(loglogn) benut-
zen.

Wir erhalten auch einen ersten, naiven Algorithmus:
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ALGORITHMUS 4.31: Input: n > 2
Output: true falls n Prim ist, sonst false
1: Fiir ¢ = 2 bis \/n tue
2. Falls g|n dann return false
3: return true

Dieser Algorithmus benétigt O(y/n) viele Divisionen, hat also eine Laufzeit die ex-
ponentiell in der Zahl der Stellen ist. Falls wir Tabellen mit Primzahlen haben, so
kénnen wir den Algorithmus beschleunigen. Wir merken auch an, dass dieser Algo-
rithmus im Prinzip sogar mehr leisten kann: er liefert bei Bedarf, eine vollstéandige
Faktorisierung.

5.1. Pseudoprimzahlen. Um den Primzahltest zu beschleunigen werden wir ver-
suchen aus der Definition notwendige Bedingungen zu erhalten. Die Hoffnung ist,
dass diese notwendigen Bedingungen einfach zu testen sind (und die nicht Primzah-
len erkennen) und ggf. sogar gebiindelt, hinreichend sind!

DEFINITION 4.32: Ein Primzahltest ist ein Algorithmus mit der folgenen Eigen-
schaft: falls der Algorithmus true liefert, so ist die Zahl Prim.

Ein Zusammengesetztheitstest ist, analog, ein Verfahren das, falls es true liefert
beweist, dass n keine Primzahl ist.

Also: Falls ein Zusammengesetztheitstest true liefert, so wissen wir das n nicht Prim
ist, sonst wissen wir nichts.

DEFINITION 4.33: Sei n > 1. Dann heifit ¢(n) = |(Z/nZ)*| die Eulersche-¢-
Funktion und A(n) := exp(Z/nZ)* heilt der Exponent von (Z/nZ)*.

FOLGERUNG 4.34: Sei n = [[p}"

p)=@—-1)p !
n) =1o(p;")

p") = o(p") fiir p # 2
2") =1/2¢(2") fiir r >3
n) =kgV A(pj")

(Folge aus der EZT) Beachte: (Z/p"Z)* ist zyklisch fir p # 2.

PP -y

Ebenso aus der EZT/ AGS wissen wir:
SATZ 4.35: Fur a € (Z/nZ)* gilt a®™ = 1 mod n.

Ist n eine Primzzahl, so gilt "' = 1 mod n fiir jedes 1 < a < n und a" = a mod n

fiir jedes a.

Dies liefert den ersten Pseudoprimzahltest: Teste a®~! = 1 mod n. Falls hier etwas
anderes herauskommt, so ist n nicht Prim. Wir haben also eine Zusammengesetzt-
heitstest. Als ndchstes miissen wir nun untersuchen wie gut der Test ist.

BEISPIEL 4.36: n = 91, a = 2. Wir miissen 2°° mod 91 berechnen. Es gilt 90 =
64+16+8+2=(((4+1)2+1)4) + 1)2, also a® = 32 mod 91, a'® = 32% = 23,
at®™ = 23.2 =46, () = (46%)? =232 = 74, (()-a)? = (74 -2)? = 57% =
64 # 1 mod 91 Also ist dies ein Beweis dafiir, dass 91 nicht prim ist. Die Kosten
dies zu verifizieren sind O(logn) Multiplikationen in Z/nZ, also klassisch O(log®n)
bit-Operationen.
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Wie gut ist dieser Test?

DEFINITION 4.37: n € N\ P heiit (Fermatsche) Pseudoprimzahl zur Basis a falls
a" ' =1modn gilt. a € N, ggT(a,n) = 1 heiBlt Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von
n falls @' # 1 mod n gilt.

Eine Zahl n € N\ P heifit Carmichael-Zahl falls n eine Pseudoprimzahl ist fiir
jedes a mit ggT(a,n) =1

Also: wenn es Carmichael Zahlen gibt, so kann unsere naiver Test nie richtig funk-
tionieren.

BEMERKUNG 4.38: n € N ist genau dann Carmichael, wenn n = [[;_; p; mit r > 2
und paarweise verschiedenen ungeraden Prmzahlen p; mit p; — 1|n — 1 gilt.

Sei n eine Carmichael Zahl, p™|n, p Prim. Dann ist Z/nZ — Z/p™Z
wohldefiniert und wir sehen, A(p™)|A\(n). Wegen n Carmichael, so gilt A(n)|n — 1.
Mit A(p™) = (p— 1)p™ ' und p fn — 1 folgt dann p — 1jn — 1 und m = 1.

Andererseits, n = [[p; und p; — 1|n — 1, dann gilt A\(n) =kgV (p; —1:1 < i < 7).
Wegen p; — 1|n — 1 gilt dies dann fiir das kgV , also ist n Carmichael. U

Damit erhalten wir 561 = 3-11-17 ist die kleinste Carmichael Zahl. Noch schlimmer:
[{n € N|n < z ist Carmichael}| > z%/7

fiir x >> 0 nach einem Paper von Ahlford, Granville und Pomeranz in '94. Es gibt
also unendlich viele Carmichael Zahlen.

BEMERKUNG 4.39: Falls wir n — 1 faktorisieren konnen, so konnen wir dies zum
Testen der Primzahleigenschaft nutzen: Angenommen, wir haben a € Z, ggT(a,n) =
1, a" ' =1 mod n und a™ Y7 £ 1 mod n fiir alle p|n — 1 so ist n Prim.

Sei e := ord(a + nZ) = min{r : «" = 1 mod n}, dann gilt ejn — 1. Nch
unseren Vorraussetzungen sogar e = n — 1, also ist n — 1|p(n) < n — 1, also ist n
Prim. U

Damit kénnen wir so vorgehen: Wir suchen nach der kleinsten Pseudoprimzahl C'
zu einer Basis a < B fiir ein kleines B. Damit kann dann fiir jedes n < C sehr
schnell getestet werden ob n Prim ist. Nachteil: das Suchen nach der kleinsten Pseu-
doprimzahl ist sehr aufwendig. Vorteil: wenn wir nur an Zahlen beschrankter Grofie
interessiert sind, so ist dies sehr schnell.

Fiir spezielle n, z.B. n = 2¥+1 kann die Bemerkung benutzt werden. Im Allgemeinen
klappt dies nicht, da die Faktorisierung nicht erhalten werden kann.

SATZ 4.40 (Pocklington): Seien a, n € N, ggT(a,n) = 1 mit a"~! = 1 mod n.
Ferner sei d|n — 1 mit ggT(d, (n — 1)/d) = 1 so, daf fiir alle Primteiler ¢|d gilt
geT(a"V/9 — 1,n) = 1. Dann gilt ¢ = 1 mod d fiir alle Primteiler p|n. Speziell
folgt fiir d > y/n — 1, dass n selber Prim ist.
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Sei p|n und q|d, setze e := max{m € N|¢™|d}, also ¢°||d, damit folgt dann
auch ¢¢||n — 1 (wegen ggT(d, (n —1)/d) = 1). Mit b := ¢ /% mod n folgt b9 =
a"V/a £ 1 (wegen ggT(a"V/9 —1,n) = 1), damit dann auch b £ 1 mod p.
Also ist ¢¢ die genaue Ordnung von b modulo p, damit ¢°|A\(p) = p — 1. Dies gilt
fiir alle Primteiler von d, also d|p — 1 oder p = 1 mod d wie Behauptet. Falls nun
d > /n — 1 ist, so folgt fiir jeden Primteiler von n, dass p > /n gilt, also ist n
Prim. U

Auch dieser Satz benotigt eine Faktorisierung, ist jedoch die Grundidee zu ECPP
was der zur Zeit schnellste und meist benutzte Primzahltest ist. (Elliptic Curve
Primality Proving). Dort wird die selbe Idee wie im Satz benutzt, jedoch wird statt
in (Z/nZ)* in einer anderen Gruppe gearbeitet. Die Idee (die wir auch hier versuchen
konnten) ist einfach: Wir suchen alle kleinen Primteiler von n — 1 (das geht schnell)
und versuchen dann zu zeigen, dass der Rest (d) selber Prim ist - in dem der selbe
Algorithmus dann auf d angewendet wird. d wird maximal (n—1)/2 sein, also haben
wir das Problem um eine (binér) Stelle vereinfacht. Hier klappt das nicht, da d nicht
Prim sein wird, bei den Elliptischen Kurven funktioniert dies seht gut, da wir dann
die Gruppe wechseln konnen.

5.2. Miller-Rabin. Wir versuchen immer noch die Carmichael Zahlen zu umge-
hen. Die neue Idee die wir jetzt einsetzen werden ist die: falls n Prim ist, so ist Z/nZ
ein Kérper. Im einem Kérper hat die Gleichung #? — 1 = 0 maximal (genau) zwei
Losungen: +1. Wir werden jetzt den Fermat-Test dazu benutzen Losungen dieser
Gleichung zu suchen. Wenn wir etwas # =£1 finden, so beweist dies, dass n nicht
Prim ist.

DEFINITION 4.41: n € N ungerade, n — 1 = 2%y mit u ungerade. u heifit strenge
Pseudoprimzahl zur Basis a, falls entweder a* = 1 mod n gilt oderein 0 < s < t—1
mit a®>’* = —1 mod n existiert.

a heifit Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n, falls a* # 1 mod n und a®>** # —1 mod n
fiir alle 0 < s < ¢ gilt.

BEMERKUNG 4.42: Besitzt n einen Zeugen zur Zerlegbarkeit a, so ist n keine Prim-
zahl.

Sei a der Zeuge. Setze m := max{0 < s|a®"* # 1}, dies existiert da 0 in
der Menge ist. Angenommen, n ist Prim, so folgt a"~! = 1 mod n, also m < t. Fiir
b= a?"" gilt nun b*> = 1modn, b # 1, also b = —1 da b Nullstelle von 22 — 1
in dem Korper F,, ist. Damit kann a aber kein Zeuge sein, also haben wir einen
Widerspruch, und n ist nicht Prim. [l

Dies kann jetzt zu einem sehr starken Test fiir kleine Primzahlen benutzt werden:

a B
2 n < 2047
2,3 n < 1.373.653
2,3,5 n < 25.326.001
2,3,5,7|n < 3.215.031.751

Also: wenn n eine strenge Pseudoprimzahl zur Basis 2 und 3 ist, und n < 1.373.653
gilt, so ist n Prim.
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Wenn wir den Test systematisch nutzen wollen, so miissen wir feststellen wie viele
Zeugen es gibt. Dies werden wir im weiteren nun angreifen.

LEMMA 4.43: Sei C,, eine zyklische Gruppe der Ordnung n, dann gibt es ggT'(n, m)
viele Elemente der Ordnung m.

Wir haben C,, = {1,9,¢% ...,9" '}. Setze d := ggT(n,m). Sei nun z =
1nC,, mit ordz = m gegeben. Dann ex. ein e mit x = ¢¢, also 2™ = 1 = ¢°" genau
dann, wenn n|em gilt. Wir erhalten nun Aquivalenzen:

m m n
d d d
fiir ein geeignetes a. O

n n n
nlem <= Ed|€d = 3‘6 = 3|€ = e=a

LEMMA 4.44: Sei 2 # p € P, ¢ = p%, ¢(q¢) = 2'u mit u ungerade. Ist nun r
ungerade, so gilt:

er@mmwﬁ%z—u%:{

25T (u,r) s<t
0 s>t

(Z/qZ)* = (g) ist zyklisch der Ordnung ¢(q) = (p—1)p®~!, da q ungerade
ist. Daher ex. zu jedem x € (Z/qZ)* ein 1 < f < ¢(q) mit = ¢g/. Damit gilt
22" = —1 genau dann, wenn ¢°2" = —1 gilt. Da ord —1 = 2 gilt, so folgt g2 * = —1.
Wir unterscheiden nun 2 Fille: s > ¢ — 1, dann hat 2%er = 21y mod ¢(q) keine
Losung, es kann solche x nicht geben.

s < t—1, setze d := ggT(u,v), so ist v/de = 2=*"lu/d mod 2!=2u/d eindeutig
nach e lésbar, damit hat 2°re = 21y mod ¢(q) genau 2°d Lésungen modulo ¢(q) =
25u(2!2u/d) O

SATZ 4.45: Sei 9 # n € N ungerade und keine Primzahl. Dann besitzt n minde-
stens 3/4¢(n) Zeugen in (Z/nZ)* fiir die Zerlegbarkeit.

Schreibe n = [1_; p{* =: [T\ ¢i, n — 1 = 2'u, ¢(q;) = 2%u;, u, u; ungerade
und t; < ... < t.. Dann ist ggT(n — 1,¢(q)) = ggT(2tu, 24uy) = 2%, mit ¢) =
min(t,¢;) und w, = ggT(u, u;). Setze

B, :={a € (Z/nZ)"|a" = 1}U'_{ala®" = =1} =: B*UBY

fiir die Menge der Nicht-Zeugen. Die Kongruenzen werden jetzt mit dem Chinesi-
schen Restsatz zerlegt:

B = [11B;| = [TeeT(¢(q:),u) = [T geT(us, u) = [T v
und
1BO| =T11BY| = T12° 8T (ui,u) = 2 [T
fiir s < t; und 0 sonst. Damit folgt dann

t1—1
1Bl = (1+ > 27) [T w
s=0
also
B. _ 140527 11y
o(n) 2>t ITu;

=: f1fe
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Wegen Y0127 = (271 — 1) /(2" — 1) kénnen wir abschitzen:

T rt1 T __ T __
f < 2 —1)+@h-1) 1 -2 _ 1 2r-1) 1
und fo < 1.

= 1 =
(27" _ 1)2rt1 or _ 1( + 2rt1 ) —9or _1 or 2r—1

Jetzt miissen wir 3 Féalle unterscheiden:
1. Fall: r > 3, dann |B,,| < ¢(n)/2"7! < ¢(n)/4

2. Fall: r = 2. Dann gilt f; < 1/2. Falls v} < uy oder ufy, < us gilt, soist fo < 1/2 und
wir sind fertig. Also: u; = u} und uy = u) und daher ¢(q;) = p¢* (p; — 1) = 21y,
und pf' 'u, = wgn — 1 und p;|n. Damit e¢; = 1, ¢; = p;. Wegen w;|p; — 1, also
p=1modu;ist 0 =n—1=pp;—1=p;— 1 mod uy, also uy|ps — 1 und uy|us.
Analog folgt auch us|uy, also u; = ug und somit t; < ty da andernfalls p; = p,
wahre. Damit konnen wir die Abschétzung fiir f; verbessern zu

(2" —1)4 (2" —1)
fi < (27 —1)2-2rt) <1/4

(Wie oben, wo wir 22-% durch 27 abgeschiitzt haben, erhalten wir nun > 2 - 2).

3. Fall: r = 1, also n = p°, e > 1. Offensichtlich gilt B,, C {a|a"! = 1 mod n}, aber
dann konnen wir mit dem Lemma 4.43 abschatzen:

|Bu| < ggT(¢(n),n — 1) = ggT(p" ' (p—1).p° = 1) =p—1
Damit folgt dann |B,| < 1/p°¢(n) < 1/4¢(n) wie gefordert. fiir p¢ > 9. O

Damit erhalten wir dann den Probabilistischen Primzahltest nach Miller-Rabin:

ALGORITHMUS 4.46: Input: n € N ungerade, n > 9.
Output: false falls n beweisbar keine Primzahl ist, true sonst.
e Wihle 0 < a < n zufillig.
e Falls ggT(a,n) > 1 return false
e Berechne a?* mod n wie im Test beschrieben. Falls Werte # +1 herauskom-
men, return false
e return true

Nach dem Satz ist die Wahrscheinlichkeit, dass true berechnet wird, obwohl n nicht
Prim ist P < 1/4. Wenn wir den Test fiir unabhéngig gewihlte zufillige a wieder-
holen, so erhalten wir fiir n = 10 Iterationen eine , Fehlerwahrscheinlichkeit® von
4710 fiir n = 20 erhalten wir 4720 = 9.09 - 1073, Wenn wir davon ausgehen, dass
ein Computer auch nie perfekt ist (1 Fehler in 20,000 Stunden z.B. (Random Rays
im Speicher)), kénnen wir einfach so oft iterieren bis die Wahrscheinlichkeit, dass
der Computer falsch rechnet grofler ist, als die Wahrscheinlichkeit eine zusammen-
gesetzte Zahl nicht erkannt zu haben. Mathematisch gesehen, ist dies natiirlich kein
Beweis.

Wenn wir an die Riemannsche Vermutung glauben, so kann man zeigen, dass jede
zusammengesetzte Zahl n einen Zeugen hat mit mit a < 2log?(n). Damit wiirden
wir einen deterministischen Test erhalten. Alternativ konnen wir auch einfach alle
a € Z/nZ ausprobieren...
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Mit GRH ist die Laufzeit dann O(log* nloglogn). Es gibt Verfahren (ECPP) die in
einer Laufzeit von (moglicherweise: hier gehen mehr Vermutungen ein!) O(log"")
ein Zertifikat dafiir findet, dass n Prim ist (einen Prim-Zeugen). Dieses kann dann
schneller, d.h. in O(log® n) verifiziert werden.

Seit 2002 gibt es auch einen deterministischen Primzahltest (AKS) ohne GRH, leider
ist die Laufzeit O(log®n), und damit nicht konkurenzfihig.

5.3. Faktorisieren in Z. Faktorisierung von ganzen Zahlen ist schwierig. Dies wird
in der Regel mit einer langen Kette von Algorithmen angegangen. Die Struktur ist
in etwa so:

ALGORITHMUS 4.47: Input: n € Z

n = |n|

n € {0,1} fertig

ex. k, r mit n = r”, so wende Algorithmus auf r an.

: Teste ob n (wahrescheinlich) Prim ist. Falls ja, beweise es und terminiere.

. Probedivision bis 10%, Tabellen.

: ja nach Grofle von n versuche verschiedene Algorithmen die jeweils termi-

nieren falls 1 Faktor gefunden ist. Dann miilen die Faktoren rekursiv weiter
behandelt werden. Dies ist z.B. p — 1, Pollard-p, ECM, (M PQS oder NFS)

k

LEMMA 4.48: Sei 1 < n € N ungerade, n = [[_, pi*. Dann ist |{z € Z/nZ|a* =
I mod n}| =2"

Mit dem Chinesischen Restsatz folgt a?> = 1 mod n genau dann, wenn
a? =1 mod p§. Da die (Z/p®)* fiir ungerade p stets zyklisch der Ordnung (p—1)p¢~*
sind, so gibt es fiir jedes p genau 2 Wurzeln: 1 und —1 = p® — 1. Damit folgt dann

die Behauptung aus dem Restsatz. 0

Da wir im wesentlichen nur ungerade Zahlen faktorisieren werden, so konnen wir
das Lemma einsetzen. Die Idee ist:

FOLGERUNG 4.49: Sei +1 # a € (Z/nZ)* mit a* = 1. Dann ist ggT(a + 1,n) ein
echter Teiler von n.

Wegen a # +1modn ist 0 < a +1 < n. Aus a® = 1 mod n folgt n|(a +
1)(a — 1), also konnen die ggT's nicht trivial sein. O

Dies ist, im Prinzip, die Basis fiir ,,alle* modernen Faktorisierer. Es bleibt nur noch
die Frage, wie a gefunden wird.

BEISPIEL 4.50: n = 91, b = 12, dann gilt b*?> = 1 mod n und fiir 1°* = 64 =: @ mod b
folgt ggT(63,91) =7, ggT(65,91) = 13.

BEMERKUNG 4.51: Sei n € N ungerade, m € N mit m = 2'u, u ungerade und
A(n)|m. Setze A :={a € Z/nZ|ord(a) =0 mod 2, —1 & (a)}. Dann gilt:

(1) Fiir jedesa € Aex. 0 < s<t—1s0,dass b:=a*" # 41 und B> =1
(2) Ist n # p°, so gilt |A| > 1/2¢(n)
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Da die Ordnung ord(a) gerade ist, so gibt es Elemente der Ordnung a in
(a). Da ord(a)|A(n)|m = 2'u muss dies eine Element von der angegebenen Form
sein. Es kann nicht —1 sein, da —1 nicht im Erzeugnis war.

Fiir den 2. Teil, sei n = [[}_; p;* mit 7 > 2 und 28| \(n). Wegen A(n) = kgV A(pf)
konnen wir o0BdA 2'\(p{') = ¢(p{') annehmen.

Angenommen, (Z/nZ* \ A) = (Z/nZ)*. Dann ist ¥ : a — a* * ein Homomorphis-
mus mit ¥ (a) € (a) und ¥ (a)? = 1 mod n. Fiir b € Z/nZ\ A folgt sofort 1 (b) = +1.
Da Elemente nicht in A alles erzeugen, so folgt dann i(a) = %1 fiir alle a. Mit dem
Chinesischen Restsatz konnen wir aber nun ein b bauen mit ord(b) = 2' mod p{
und b = 1mod p{® fir ¢ > 2. Damit folgt dann aber (b) # +1, somit muss
(Z/nZ* \ A) eine echte Untergruppe sein, also |(Z/nZ* \ A)| < 1/2¢(n) und da-
mit |[A| > 1/2¢(n) O

Dies ist schwer zu benutzen, da A(n) oder ein Vielfaches davon nicht bestimmt
werden kann.

Als néchstes sehen wir uns die p — 1 Methode an.

LEMMA 4.52: Sei n € Z ungerade, p € P mit p|n, m € N mit p — 1|m. Dann gilt
plgeT(a™ — 1) fiir alle a € Z/nZ*.

Fermat/ Euler: a?~! = 1 mod p und damit ™ = 1 mod p, also p|a™ — 1.
Wegen a|n folgt dann auch p|ggT(a™ — 1,n). O

Dies liefert eine (schnelle?) Methode Primteiler ¢ zu finden bei denen ¢— 1 nur kleine
Primteiler hat.

ALGORITHMUS 4.53 (p — 1-Methode): Input: n e N, C' >0
lra:=1

2: solange p < C' ist, tue

3. e:=|log,C]

4 a « a’ mod n.

5: Falls ggT(a — 1,n) nicht trivial ist, gib den Faktor aus, und terminiere.

Klar, wenn p|n mit p—1 = []¢° mit ¢¢° < C, dann wird der Algorithmus dies finden.
Es gibt Verallgeminerungen hervon die auf p + 1 oder dhnlichen Ideen basieren.

Pollard-p

LEMMA 4.54: Sei M eine endliche Menge, |M| =m, f : M — M eine Abbildung
und x; € M. Setze x;11 := f(x;). Dann ex. 0 < k < m und 0 < [ < m mit
kE+1<m,sodass (z;); = (T1,. .., Tk Thit, - Thpi) Eilt.

Da M endlich ist, muss es Wiederholungen in (z;); geben. Ab der 1. Wie-
derholung muss es dann periodisch werden. U

FOLGERUNG 4.55: Sei n € N ungerade, p € P mit p|n, 1 € Z, z;41 := f(x;) fir
f:Z — Zmit f(x +p) = f(r) mod p. Dann ex ¢ < j mit p|ggT(x; — z;,n)

Nach Konstruktion ist M := Z/Z endlich und f : M — M. Nach dem
Lemma gibt es daher k, [ mit z; = x; mod p, also p|ggT(zx — z;,n) O
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Da wir natiirlich in der Praxis p nicht kennen, so wird f als Polynom gewéhlt, damit
gilt dann fiir jedes p: f(x 4+ p) = f(x) mod p.

BEISPIEL 4.56: n = 91, f = t* + 1, 2y = 1 also (z;); = (1,2,5,26,40,54) und
ggT(26 —5,91) =7, ggT(40 — 1,91) = 13.

Um dies sinnvoll Einsetzen zu kénnen miilen wir noch untersuchen, wie lange die

Periode sein wird, wann und wie oft wir gg'T's berechnen sollen.

LEMMA 4.57: Sei M endliche Menge, |M| =m, M) .= {z € M"|z; # z,}. Dann
gilt

gl —r(r—1)

G < exp( o ) < exp(—9)

fiir ¢ := =D

2m

M® ~1)...(m—r+1) =

S = e T < Texp(ifm) = exp(—()/m) = exp(—r(r—1
Da 1+ x < e” fiir alle z gilt. 0

FOLGERUNG 4.58: Setze f" := f(f"') die r-mal Iterierte Anwendung von f. Falls

nun f ,hinreichend allgemein“ ist (was hier heissen soll f"(z) ist gleichverteilt),

d € Rug und 7 := [v2md] + 1. Dann gilt
P((zy, f(z1),..., f ' (x1)) paarweise verschieden) < e

—0

Damit sehen wir, dass die Periodenlidnge etwa y/m sein wird - also sehr lang.

BEMERKUNG 4.59 (Brent): Seien f : Z — Z, 21 € Z, xiy1 = f(z;) wie oben. Es
gelte p| ggT(z; — x;,n). Ferner sei I(j) := |logy(4)], 1 := N 1 g =i 4 (j —1).

Dann gelten p| ggT(xj — x3,n) und 7 = 2li)—1

Sei 2" = lej < 2", also I(j) = h. Dann folgt ¢ = 2" — 1, j —i = j —i.
Nach Voraussetzung gilt x; = z; mod p, also auch z;,, = x;4, mod p fiir alle k, also
auch z; = z; mod p. Es gilt 1(7) = h=1(j) und aus j = i+j—i < 2"H1 42041 = oh+2
folgt 1(7) = h+1=1(j) +1=1() O

Damit reicht es bei der p Methode nor ggT(z; — ;,n) fiir i = 2!0) — 1 zu testen.
Speziell heifit dies auch, dass wir nur die ; fiir i = 2¥ — 1 speichern miissen! In 1981
wurde damit 22° + 1 &~ 107 Faktorisiert. Die beiden Primteiler haben 15 bzw. 61
Stellen.

SATZ 4.60 (Brent): Seien § > 0, n € N\ P ungerade. Mit der Pollardschen p-
Methode findet man einen Primteiler p von n nach hochstens O(v/6+/n) Versuchen
mit einer Wahrscheinlichkeit P > 1 — e™®. Pro Versuch benétig man hochstens
O(log® n) Bitoperationen.

Mit Lemma 4.57 und Folgerung 4.58 findet man z; = z; mod p mit Wahr-
scheinlichkeit P > 1 — e nach /2pd + 1 Versuchen. Mit Bemerkung 4.59 folgt,
dass wenn wir jedoch 4(y/2pd + 1) Versuche erlauben, wir nur fiir 4 = 2!0) — 1 ggTs
berechnen miissen. Da p < \/n ist, so folgt r < 4(v/26+/n 4 1) Versuche als ein ggT
mit Kosten log®n Il
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5.4. Quadratisches Sieb. Das Quadratische Sieb (wie auch das NFS) versucht
Zahlen X, Y zu finden mit

X?—-Y?=0modn

Dann ist (wahrscheinlich) ggT(X — Y, n) oder ggT(X + Y,n) nicht trivial. Unser
Beispiel hier ist n = 7429.

Fiir X = 227, Y = 210 gilt X2 = 51529 = 6955 = 44100 und ggT(227—210, 7429) =
17, ggT (227 + 210, 7429) = 437.

Schon, aber wie finden wir X und Y?

Setze m := |/n] und f(t) := (t+m)? —n. In unserem Beispiel: m = 86, f(t) = z*+
1722 — 33. Wir Berechnen f(s) fiir |s| klein und zerlegen die Werte in Primfaktoren:

f(=3) = 832—-7429 = -540 = -22.3%.5

f(1) = 87> —-7T429 = 140 = 22.5.7

f(2) = 882-7T429 = 315 = 32.5.7
Also sehen wir, dass

832 = —22.3%.5

872 = 22.5.7

882 = 32.5.7

und damit 877 -882 = 22.32.52.72 mod 7429. Setzen wir X := 8788 = 7656 = 227
und Y :=2-3-5-7 = 210 so erhalten wir unsere Zahlen von oben.

Also, bleibt die Frage, wie dies systematisch erledigt werden kann.

BEMERKUNG 4.61: Sei f € Z[t], r, s € Z mit f(r) = 0mod s. Dann gilt auch
f(r+ks) =0mod s

Damit konnen wir die Tabelle mit Hilfe eines Siebes bestimmen. Wir berechnen
einfach f(s) fiir ,kleine“ s, finden s so, dass f(s) durch 2 teilbar ist, teilen die 2
Anteile raus, und wiederholen mit 3, 5, ....

s f(s) 2 3 5

-3 -540 22135 22.3%.5 22.3%3.5.1
-2 -373

-1 -204 2%2.51 22.3-17

0 -33 3-11

1 140 2%2-35 22.5.7
2 315 3235 3257
3492 22.123 22.3-41

Einige Zeilen haben jetzt eine Vollstdndige Zerlegung, andere nicht. Also miissen
wir jetzt Festlegen,

e Welche s wir in die Tabelle aufnehmen
e Welche Primzahlen wir benutzten
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Die Sammlung der Primzahlen heifit Faktorbasis, die der s Siebinterval. Diese kénnen
recht grof sein, diese Woche (2.7.2012) gab es eine email mit den Details fiir die Fak-
torsierung einer Zahl mit 212 Dezimalstellen. Die Faktorbasis hatte alle Primzahlen
bis 25-107, also 13, 6-10° viele. Das Siebintervall selber ist nicht angegeben, aber die
Zeit: es wahren etwa 500 CPU-Jahre (7 Monate auf vielen Maschinen). Es wurden
1,3 - 10? viele niitzliche s gefunden.

Wir werden dies noch im Detail diskutieren, aber schon mal vorab:

e wenn die Faktorbasis klein ist, so werden sehr wenige s iibrigbleiben.

e wenn s grof3 ist, brauchen wir wahrscheinlich grofie Primzahlen

e je mehr Primzahlen wir erlauben, desto mehr s brauchen wir, da wir ja noch
Zeilen kombinieren miissen.

Wie werden die Zeilen (mit Vollsténdiger Faktorisierung iiber unserer Faktorbasis)
kombiniert? Mit linearer Algebra! Sehen wir es uns nochmal an: wir wollen Quadrate
auf der rechten Seite. Was wir tun konnen ist geeignete Zeilen ,,zu multiplizieren*
da Links immer Quadrate stehen, konnen wir versuchen so auch Rechts welche zu
erhalten.

Sei 11, ..., rg die Sammlung der vollstindig faktorisierten Zeilen (Relationen) ge-
nauer gesagt die Werte f(s;), p1, ..., pp die Sammlung der Primzahlen schliesslich
setze M = (M;;);; € Z™F mit M;; = v, (s;) die Relationenmatrix. Dann su-

chen wir ein Produkt der Relationen r; das ein Quadrat ist. Die Primzerlegung des
Produktes konnen wir aus der Matrix ablesen: wir suchen einen Exponentenvektor
e = (e1,...,er) € {0,1}2 mit eM € (2Z)". Dann ist []r{* ein Quadrat. Wie wir
leicht sehen, konnen wir dies vereinfachen: wir suchen einen Vektor e im Kern von
M € Fi*P - was natiirlich viel einfacher ist, als iiber Z zu arbeiten.

In dem grofien Beispiel war die Matrix auch grof: nach ein paar Tricks, war die
Matrix etwa (89-10°)? mit 18- 10° Eintrégen. Das Finden eines Kernvektor dauerte
ebenfalls 3 Monate auf verschiedenen Clustern.

So, wie werden jetzt die beiden Parameter R und B bestimmt?

DEFINITION 4.62: Sei B > 0. Eine Zahl r € N heifit B-glatt, wenn aus P > p|r
sofort r < B folgt.

Fiir z > 0 sei

Y(z, B) := {0 <r < z|r € N,r ist B-glatt}|

Fiir die Anzahl der B-glatten Zahlen gibt es Abschéatzungen.
SATZ 4.63: Sei € >0, x > 10 und w < (logz)'~¢. Dann gilt

w(xv xl/w) = :I;wfwf(x"“) = gjwf“ﬂro(l)

fiir eine Funktion f mit f(z,w)/w — 0, gleichmaéssig fiir alle  und fiir w — oo.

w

Also gilt ungefihr ¢ (z, 2'/%) ~ 2w,

Um weiter zu kommen, miissen wir eine héflliche Funktion einfiihren:
DEFINITION 4.64: Seien n, u, v € R, mit n > e, also logn > 1. Dann ist

Ly [u,v] := exp(v(log n)“(loglogn)'™*)
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BEMERKUNG 4.65: Es gilt L,[0,v] = (logn)” und L,[1,v] = exp(vlogn). Ein Al-
gorithmus mit einer Laufzeit von O(L,[0,v]) hat eine polynomielle Laufzeit (vom
Grad v), wihrend ein Algorithmus mit (L,[1,v]) exponentiell ist. Ein Algorithmus
mit u €]0, 1] heifit sub-exponentiell.

Wir wollen nun die Ly, [u,v] mit ¢ verbinden um Aussagen iiber die Parameter im
Quadratischen Sieb zu treffen.

Zentral ist der folgende Satz:
SATZ 4.66: Seien a, u, v positive reelle Zahlen. Dann gilt fiir n € N, n — oo:

P(n®, Lylu,v]) = n®/Ly[1 — u, (a/v)(1 —u) 4+ o(1)]

Der Beweis, den ich weglasse, ist einfach nur einsetzen der Definitionen und dann
mit L, [u, v] rechnen.

Damit konnen wir jetzt wieder zuriick zum Faktoriesieren gehen: Mit Hilfe des Siebes
berechnen wir Zahlen

(x—m)?—n=2>-2mx+m?>—n

der Grosse y/n wenn wir z als beschrinkt (oder wenigstens klein im Vergleich zu m)
ansehen. Wegen n >> 0 ist dies realistisch. Mit dem Satz angewendet auf a = 1/2
und eine Faktorbasis mit allen Primzahlen < L, [u,v] erhalten wir dann

1
d(v/n, Ly u,v]) = v/n/Ly[1 — u, %(1 —u) + o(1)]
Wenn unsere Zahlen zuféllig verteilt sind, so brauchen wir daher
1
Lyl —u,—(1— 1
1= 5 (1= )+ of1)]

viele Versuche um eine glatte Relation zu finden. Damit unsere Matrix einen Kern
hat, brauchen wir (wahrscheinlich) mindestens

B = L,[u,v]
viele Relationen, also insgesamt
1
Lyu,v]L,[1 —u, —(1 —
a1~ 1, (1= )]

viele Versuche. Da der L,[u,.] Term dominant ist, so ist dieser Ausdruck ,minimal®
fiir u = 1/2, damit haben wir

1 1
L,[1/2 v|L,[1/2, —(1/2)] = L,[1/2 —
1/2,01La[1/2, 5 (1/2)] = La[1/2,0+ <]

viele Versuche.

Halten wir also fest: unsere Faktorbasis wird alle Primzahlen p mit p < L,[1/2, 0]
beinhalten. Wir suchen dann L,[1/2,v] viele Relationen mit L,[1/2,v + ;-] vielen
Versuchen.

Der Aufwand fiir das Sieben ist O(L,[1/2,v]) viele Primzahlen. Fiir jede Primzahl
brauchen wir O(L,[1/2, v+ 4] /p) viele Operationen, damit erhalten wir (bis hierhin)
eine Gesamtlaufzeit von O(L,[1/2,v + 1/(4v) + o(1)]).
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Um nun einen Kernvektor zu finden miifien wir in der Matrix der GroBe L,,[1/2, v] x
L,[1/2,v] arbeiten. Naiv (GauB) benétig dies O(L,[1/2,v]*) = O(L,[1/2,3v]) Bit-
Operationen, hier gibt es jedoch bessere Methoden mit einer Laufzeit von ,nur”
O(L,[1/2,2v]). Also ist unsere Gesamtlaufzeit

O(Ln[1/2,v + 1/(40)] + Ly[1/2, 20])

fir v = 1/2 sehen wir, dass beide Terme gleich grof§ werden. Damit erhalten wir
dann eine Gesamtlaufzeit von O(L,[1/2,1+ o(1)]).



KAPITEL 5

Resultanten und Faktorisierung

Hier ist R wieder ein kommutativer Ring mit 1, aus praktischen Griinden sollte R
ein Korper oder ein euklidischer Ring sein.

DEFINITION 5.1: Seien a, b € R[z] fiir einen Integritatsring R gegeben. Die Syl-
vestermatrix von a und b ist die (m +n) x (m + n)-Matrix

Ap bm
An—1 Qp, bm,1 bm
An—1 bm—l
Ay bl 2
Smm(Cl, b) = aq Ap—1 b() b1 L bm
ap aj : bO bm—l
Qo

aq bl
Qo bo

mit a =1, a;x" und b = Y bzt

Die Resultante Res,, ,(a,b) = detS,m(a,b) € R. Fir b nicht konstant, sei
Res(0,b) = 0 und Res(0,b) = 1 sonst. Analog fiir b = 0.

Wir schreiben Res(a, b) = ReSdeg a,degs (@, b).

BEMERKUNG 5.2: Sei R[z]., der R-Modul der Polynome vom Grad < n. Dann ist
Sp.m die Matrix bzgl. der Standartbasis 1, z, ..., "~ ! von

Gap : R[T]<n X Rx]<pm — R[x]<min—1: (s,t) — sa+tb

LEMMA 5.3: Seien 0 # a, b € R[z] mit dega < n, degb < m, nicht beide konstant.
Ferner sei R eigebettet in den Quotientenkorper K. Dann sind dquivalent:

(1) dega < n und degb < n oder degggT(a,b) >0

(2) Respm(a,b) =0

(3) Es gibt s, t mit 0 < degs <m, 0 < degt <nund sa+tb=0

Sei dega < n und degb < m. Dann ist die 1. Zeile der Sylvestermatrix
0, also auch die Resultante. In diesem Fall gilt dann ba — ab = 0 und die Gradbe-
dingungen sind erfiillt, also gilt in diesem Speziallfall die Aussage. Im weiteren sei
deshalb oBdA dega = n und a # 0 (ggf.muss man noch a und b vertauschen).

Setze ¢ := ggT(a,b). Angenommen, c ist nicht konstant. Dann sind s := b/c und
t := a/c Polynome vom Grad degs < degb < m und degt < dega = n mit
0 = sa + th. Wegen a # 0 ist t # 0. Ist ¢ eine Konstante, so folgt aus sa + tb = 0

73
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sofort a|th und a|t was t = 0 oder degt > dega = n impliziert. ¢ = 0 liefert natiirlich
auch s = 0. Damit ist dann (1) <= (3).

(2) <= (3): Uber dem Korper gilt Res,,,(a,b) = 0 genau dann, wenn ker ¢, # 0
gilt. Aber dann gibt es s, ¢t mit den geforderten Eigenschaften. 0

LEMMA 5.4: Seien a, b wie oben. Dann gibt es s € R[z].,, und t € R[z|., mit
sa + tb = Res,, m(a, b)

Fiir Res(a,b) = 0 haben wir es schon gezeigt. Sonst folgt es aus der Be-
rechnung der Inversen Matrix mit Hilfe der adjungierten Matrix (oder Cramerschen
Regel): Es gibt eine Matrix S € Rm)x(+m) mjt

SS = Respm(a, b)Inim

Aus S kénnen wir dann s und ¢ ablesen. [l

Die Anwendung von Resultanten ist nun Polynome mit ,,schénen* Eigenschaften zu
bauen, dies ist ein Beispiel:

BEISPIEL 5.5: a, b € R[x] normiert. Uber einen Zerfillungskorper gelte a = [](x —
a;) und b = [[(z — ;). Setze S := R[x][y] und betrachte

r:= Res,(a(z — y),b(y)) € R[z]

(Wir schreiben Res, um verwirrung zu vermeinden)

Dann gilt r = [[(x — oy — ;).

Die Koeffizenten von a(x — y) als Polynome in x haben maximal Grad
deg a, ferner gibt es genau einen Koeffizenten vom Grad dega, alle anderen sind
kleiner. Die Koeffizenten von b sind Konstant. In der Sylvestermatrix gibt es genau
degb viele Spalten wo die Koeffizenten von a Eingetragen werden, damit folgt aus
der Definition der Determinante sofort, dass degr < degadegb gilt.

Wir haben gezeigt, dass es s, t € R[z][y] gibt mit
r(z) = s(z,y)a(z —y) + t(z,y)b(y) € R[x]
. Auswerten an (a; + 3;, 3;) zeigt
r(oq +0;) = s(ow = B3, B)ales) + tew — B, 5;)b(5;) = 0
Damit ist die Behauptung bewiesen. ([l

Unsere Hauptanwendung wir es sein, das Faktorisieren zu erweitern. Sei g € Z|[t]
normiert und irreduzibel. Dann ist K := Q[t]/f ein Koérper, ein sog. Zahlkorper.
Wir wollen im weiteren Polynome in K[z] zerlegen. Dies wird gelingen indem wir
mit Hilfe von Resultanten das Problem auf Q[t] reduzieren.
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LEMMA 5.6: Sei g € Z[t] normiert und irreduzibel, K := Q[t]/g und f € K]lz].
Wir haben die kanonische Projektion:

Qt)[z] — Klz] : > ci(t)z’ — > (¢;(t) mod g)x
Dann koénnen wir ein Urbild von f unter der Projektion erhalten, wir schreiben
dies als f € Q[t][z]. Ferner, in C gilt g = I[(t — o) und wir haben fiir jedes o € C
mit g(a) = 0 eine Einbettung

G0 K — C: Zaiti mod f +— Zaiof

(Dies sind Kérpermorphismen!). Die Einbettung definiert eine Abbildung

Go : Klz] = Cla] : Y aia’ — > dala;)z
Dann gilt

Ng(f) = Resy(f,9) = H(baz(f)

Sei Clz] 3 fi := ¢o, = [1(x — B;;) und
Ny(f)(@) = s(t, ) f(t, ) +r(t, )g(t)

Dann ist Ny(f)(B3i;) = s(eu, Bij) f(cu, Bij+r(cu, Bijg(ci), aber (i, Bij = ¢a;(Bij) =
0 also gilt Ny(f)(B};) = 0 fiir alle 4, j. Aus Grad-Griinden (deg Ny(f) = deg gdeg f)
muss dann die Identitat gelten. ([l

SATZ 5.7: Sei g € Z[t] normiert und irreduzibel, K := Q[t|/g und f € K[z]. Wir
haben die kanonische Projektion:

Qlt]lz] = K[z] : D i)z — > (c;(t) mod g)z
Dann kénnen wir ein Urbild von f unter der Projektion erhalten, wir schreiben
dies als f € Q[t][z]. Dann gilt: Setze rs := Ny(f(x — st)) = Res(f(x — st), g) fiir
st € Zlt].
(1) rs € Q[x] hat Grad deg g deg, f
(2) Falls f irreduzibel ist, so gilt r, = 7 fiir ein irreduzibles Polynom in Q[x].
(3) Sei f quadratfrei, dann gibt es (viele) s so, dass ry quadratfrei ist

Angenommen, N,(f) = cd fiir Polynome ¢, d € Q[z] mit ggT(c,d) = 1.
Sei wieder wie oben ¢,, : K[z] — C[z]| definiert. Dann gilt ¢,,(f)|N,(f) nach dem
Lemma, also (wegen ¢,,(f) ireduzibel), entweder ¢, (f)|c oder |d. OBdA, ¢, (f)]c.
Die Abbildung

Qlai] = Q] : v =
ist ein Q-Korperisomorphsimus der Q invariant ldsst. Also Folgt damit auch ¢, (f)|c
fiir alle 7, also Ny(f)|c und d = 1. Also kann N,(f) nicht in koprime zerlegt werden,

es ist also die Potenz eines einzigen. Der Ubergang von N, (f) zu N,(f(z — s)) ist
nur ein Umbennen, also gilt es auch hier.

Das Lemma gibt die Nullstellen von N, (f) explizit an. Ny(f) ist quadratfrei genau
dann, wenn es da keine doppelten gibt. Dies ist aber eine endliche Bedingung (sa; +
Bij = say + [ die einfach zu vermeiden ist. O
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Zum Beispiel fiir f € Z[z] gilt N,(f) = f9°89 nicht quadratfrei.
SATZ 5.8: Seien g € Z[t], f € Q[t]/f, f und Ny(f) quadratfrei und N,(f) =
[1G; € Q[z] mit G; irreduzibel. Setze f;(t,x) := ggT(G,(t), f(t,x)) dann gilt

(1) f; € K[x] ist irreduzibel

2) f=1f

Sei v € K[t] irreduzibel mit v|f. Damit folgt dann sofort N, (v)|Ny(f) und
N,(v) ist eine Potenz eines irreduziblen Polynoms. Da N,(f) quadratfrei ist, muss
N,(v) dann irreduzibel sein. Also gilt N,(v) = G; fir i geeignet.

Aus f = [T f; folgt natiirlich auch N,(f) = 1 N,(f;), so dass jeder irreduzible Faktor
von Ny(f) die Norm eines Faktors von f ist.

Noch zu zeigen ist: fiir v| f irreduzibel in K [z], Ny (v) quadratfrei, gilt v = ggT(f, Ny(v)).
Angenommen, w| ggT(f, Ny(v)), dann gilt w|N,(v) und N, (w)|N,(Ny(v)) = Ny(v)™.
Da N,(w) die Potenz eines Irreduziblen ist, und Ny(w)|Ny(f), aber Ny(f) qua-
dratfrei, also ist Ny(w) irreduzibel. Analog folgt natiirlich N,(v) irreduzibel, also
Ny(v) = Ny(w). Falls jetzt w # v, dann gilt vw|f, also N,(vw) = Ny(v)?|N,(f),

aber da N,(f) quadratfrei ist, kann dies nicht passieren. O
ALGORITHMUS 5.9: Input: Polynome ¢ € Z[t] normiert und irreduzibel und
f € @Qlt]/g)lx]

Output: Faktorisierung von f

1: Zerlege f =TI f! mit f; quadratfrei.

2: Fiir jedes f; tue:

3:  Finde s mit n := Ny(fi(z + st)) quadratirei

4:  Faktorisiere Q[z] 5 n =[In;

5 Berechne ggT(f,n;(z — st)) um die Faktoren zu erhalten

BEISPIEL 5.10: g := t* + 1, also K = Q[i] = Q[t]/g. Als erstes Versuchen wir
f:=a* + 1 zu zerlegen. Wegen f € Z[x] folgt N,(f) = f?, also nicht quadratfrei.
Fiir s = 1, also f(z +4) erhalten wir N,(f(z + 1)) = 2% + 425 + 8z* — 822 + 4 was
quadratfrei ist. Die Faktorisierung ist (z* 4 222 — 4z + 2)(z* + 222 + 42 + 2). Wir
erhalten ggT(f,) = 2 £+ i - wie erwartet.

Dieser Algorithmus kann natiirlich verbessert werden:

e Wenn N,(f) nicht quadratfrei ist, so kénnen wir es trozdem zerlegen. Wir wer-
den so keine vollstindige Faktorisierung bekommen, aber eine Vereinfachung
(kleinerer Grad)

e Wir wissen, dass in der Faktorisierung iiber Q alle Grade durch deg g teilbar
sein miissen, also brauchen wir weniger Moglichkeiten zu testen

e Wir kénnen auch im Prinzip den Hensel Algorithmus direkt verallgemeinern -
wenn wir ein paar Probleme 16sen konnen: Primzahlen werden Primideale und
symmetrische Reste werden schwierig.

e Wir haben gesehen, dass gg'T iiber Q schwierig und teuer ist, daher haben wir
modulare Ansétze verfolgt. ggT {iber K ist leider noch schwieriger und braucht
dhnliche modulare Algorithmen.



1. DER SATZ VOM PRIMITIVEN ELEMENT 7

1. Der Satz vom Primitiven Element

Als letzte Anwendung sehen wir un noch den Satz vom Primitiven Element an -
zumindest im Speziallfall von Erweiterungen von Q.

Sei g € Z[t] normiert und irreduzibel, dann ist K := Q[t]/g ein (Zahl-)Kérper. Ist
nun f € K|[xz] irreduzibel, so ist E := KJz|/f ebenfalls ein Korper. Was wir hier
zeigen wollen ist der folgende Satz:

SATZ 5.11: Seien f, g wie oben. Dann gibt es ein irreduzibles Polynom h € Q[t]
mit F := Q[t]/h ist isomorph (als Korper) zu E.

Mit der Hilfe von Resultanten und ggT werden wir dies sogar Algorithmisch l6sen
und den Isomorphismus explizit angeben.

Mit dem oben gezeigten gilt:
LEMMA 5.12: Es gibt ein (viele) s € Z so, dass Ny(f(z + st)) irreduzibel ist.

Wir haben gezeigt, dass es s gibt, so dass N,(f(z + st)) qudratfrei ist.
Da aber die Anzahl der Faktoren von Ny(f(z + st)) in Q[t] und die von f € K[z
ibereinstimmt, ist Ny(f(z + st)) irreduzibel. O

Ab jetzt nehmen wir ObDa an, dass Ny(f) quadratfrei ist, also s = 0 erlaubt ist.

LEMMA 5.13: Unter den Voraussetzungen wie im letzten Lemma gilt Q[t]/h ~ E
als Korper mit h := Ny(f(x)).

Da die Grade (iiber Q) gleich sind, reicht es zu zeigen, dass h eine Nullstelle
in F hat. Aber wir wissen, f|h und f hat eine Nullstelle in E (x + f). Damit ist (in
E), x + f eine Nullstelle von h und die Abbildung

Qt|/h = E:t+h—az+f

ist wohldefiniert, nicht trivial und damit ein Isomorphismus. [l

Damit konnen wir jetzt Zerfallungskorper ausrechnen: Sei f € Z[t]. Wir faktorisieren
f iiber Q und erhalten irreduzible Faktoren f;. Setze K := Q[t]/ f; fiir einen Faktor
mit deg f; > 1. Dann kénnen wir f iiber K zerlegen. falls es wieder Faktoren f; €
K|[t] vom Grad deg f; > 1 gibt so erhalten wir eine Erweiterung von K. Mit den
Techniken konnen wir daraus dann wieder eine ,,normale® Erweiterung von Q bauen
und den Algorithmus iterieren. Zum Schluss haben wir dann eine Korper K gegeben
durch ein irreduzibles Polynom h € Z[t] so, dass iiber K f nur lineare Faktoren hat.
Nach Konstruktion ist dies der kleinste Koérper mit dieser Eigenschaft.
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